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KurzfassungEin Standardverfahren zur numerishen L�osung von partiellen Di�erentialgleihungenist die Method-of-Lines. Die daf�ur notwendige Ortsdiskretisierung erfolgt oftmals miteinem festen �aquidistanten Gitter. Um wandernde Fronten oder, allgemeiner gesagt,gro�e, zeitlih ver�anderlihe Ortsgradienten gen�ugend genau au�osen zu k�onnen, istdie Verwendung sehr feiner Gitter notwendig, was eine ineÆziente Berehnung zur Fol-ge hat. In dieser Arbeit wird ein Verfahren mit adaptiver Gittersteuerung hinsihtlihAnwendbarkeit, EÆzienz und Robustheit untersuht und in das symbolishe Vorver-arbeitungswerkzeug SyPProT der Simulationsumgebung Diva implementiert. Dasauf der Gleihverteilung eines Bogenl�angen-Kriteriums basierende Verfahren ist inder vorliegenden Implementierung f�ur verkoppelte quasi-lineare partielle Di�eren-tialgleihungen maximal zweiter Ordnung einsetzbar. Dabei ist eine Kombinationsowohl mit Finite-Di�erenzen- als auh mit Finite-Volumen-Methoden m�oglih. Umdie Leistungsf�ahigkeit des Verfahrens zu �uberpr�ufen, wird es auf einfahe Benhmark-Modelle wie auh auf realistishe Modelle aus der Verfahrenstehnik angewandt.
AbstratAn established proedure for the numerial solution of partial di�erential equationsis the Method-of-Lines. Therefore required spatial disretization is often performedby a �xed uniform grid. In order to resolve travelling wave fronts or, more generallyspeaking, large variable spatial gradients, it is neessary to use very �ne grids, whihleads to ineÆient omputation. In this work a method with adaptive grid move-ment is examined with respet to appliability, eÆieny, and robustness, and it isimplemented into the symboli preproessing tool SyPProT of the simulation envi-ronment Diva. The implemented method is based on equidistribution of an arlengthmonitor and an be used for oupled quasi-linear partial di�erential equations withmaximum order of two. Its ombination is possible with both �nite-di�erene and�nite-volume methods. In order to test the apaity of the method, it is applied tobenhmark models as well as real models from hemial engineering.
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Kapitel 1Einf�uhrungDie mathematishe Modellierung verfahrenstehnisher Systeme f�uhrt meist auf ge-w�ohnlihe bzw. partielle Di�erentialgleihungen mit algebraishen Gleihungen. Au-�er in einigen einfahen F�allen besitzen diese Modellgleihungen nihtlinearen Cha-rakter und sind einer analytishen L�osung sehr oft niht zug�anglih. Deshalb mussauf eine numerishe L�osung mittels Rehnerunterst�utzung zur�ukgegri�en werden.Eine partielle Di�erentialgleihung (PDgl.) f�ur ein �ortlih verteiltes System wird �ubli-herweise mit Hilfe derMethod-of-Lines (MOL) [20℄ auf gew�ohnlihe Zeit-Di�erential-gleihungen (Dgln.) zur�ukgef�uhrt. Dies wird erreiht, indem durh eine geeigneteDiskretisierung der Ortskoordinate eine endlihe Anzahl von St�utzpunkten anstatteines kontinuierlihen Ortsbereihes eingef�uhrt wird. Mittels der Zeit-Dgln. k�onnenApproximationen der Zust�andsgr�o�en und damit eine numerishe L�osung der PDgl.berehnet werden.Shwierigkeiten k�onnen auftreten, wenn sih im Ortspro�l der Zustandsgr�o�en stei-le wandernde Fronten ausbilden. Das hei�t, es treten gro�e, zeitlih ver�anderliheOrtsgradienten auf, wie dies zum Beispiel bei wandernden Temperaturfronten in ei-nem Reaktor der Fall ist (Abbildung 1.1). Benutzt man dabei im einfahsten Fall einfestes �aquidistantes Ortsgitter, muss f�ur hinreihende L�osungsgenauigkeit mit einersehr hohen St�utzstellenanzahl gearbeitet werden. Dadurh h�alt man zwar den Dis-kretisierungsfehler klein, vershwendet aber auh zu viele St�utzstellen auf Bereihemit kleinen Gradienten. Daraus resultieren hohe Rehenzeiten und IneÆzienz.Ein Ansatz zur L�osung dieses Problems ist die Verwendung eines adaptiven Gitters. Inden sogenannten Moving-Grid- bzw. Moving-Mesh-Verfahren werden die Ortsst�utz-stellen weder zeitlih noh �ortlih fest gew�ahlt, sondern mittels einer St�utzstellen-steuerung dem L�osungsverlauf angepa�t. Die Gitterpunkte werden so vershoben oderhinzugef�ugt, dass in L�osungsbereihen mit gro�en Ortsgradienten eine Verbesserungder L�osungsgenauigkeit erzielt wird. Deshalb kann mit einer vergleihsweise gerin-gen Anzahl von St�utzstellen gearbeitet werden, was die EÆzienz der Berehnung dernumerishen L�osung steigert. 5
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Abb. 1.1: Wandernde Temperaturfront (normiert) zu drei vershiedenen Zeitpunkten ti;i = 1; 2; 3.AufgabenstellungF�ur die am Institut f�ur Systemdynamik und Regelungstehnik entstandene Simula-tionsumgebung Diva [8, 18℄ wird das symbolishe Vorverarbeitungswerkzeug SyP-ProT zur automatishen Diskretisierung �ortlih verteilter Modelle entwikelt. DieOrtsdiskretisierung basiert auf der MOL und stellt Finite-Di�erenzen- und Finite-Volumen-Shemata zur Verf�ugung. Dabei k�onnen beliebige unbewegte Ortsgitter ver-wendet werden.Ein Moving-Grid-Verfahren, welhes die Gleihverteilung eines Bogenl�angen-Kriteri-ums benutzt [24℄, wurde ausgew�ahlt, um in das bestehende Vorverarbeitungswerkzeugintegriert zu werden. Das Verfahren soll mathematish dargestellt und hinsihtlih ei-ner Implementierung in das Vorverarbeitungswerkzeug untersuht unnd aufgearbei-tet werden. Danah ist eine geeignete Erweiterung der vorhandenen Datenstruktur,welhe verteilte Modelle und Diskretisierungsparameter repr�asentiert, f�ur die Anwen-dung bewegter Gitter vorgesehen. Dar�uber hinaus sollen das Moving-Grid-Verfahrenin SyPProT implementiert und die vorhandenen Diskretisierungsmethoden entspre-hend angepasst werden. Eine Reihe von Simulationsexperimenten mit dem Moving-Grid-Verfahren und geeigneten Testmodellen soll shlie�lih Aufshluss �uber Anwend-barkeit und Grenzen des Verfahrens sowie �uber Einstellregeln der Parameter geben.



KAPITEL 1. EINF�UHRUNG 7Gliederung der ArbeitDie vorliegende Studienarbeit beshreibt in Kapitel 2 die Simulationsumgebung Di-va und das symbolishe Vorverabeitungswerkzeug SyPProT. Nahdem in Kapitel3 die MOL mit Hilfe von Finite-Di�erenzen- (FD) und Finite-Volumen- (FV) so-wie mit adaptiven Methoden dargestellt wird, erfolgt eine detaillierte Erl�auterungdes ausgew�ahlten Moving-Grid-Verfahrens in Kapitel 4 im Detail. Daran shlie�tsih in Kapitel 5 eine Beshreibung der Implementierung in das Vorverarbeitungs-werkzeug sowie der neuen Funktionalit�at von SyPProT an. In Kapitel 6 werdenvier Testbeispiele aus der Verfahrenstehnik untersuht. Ein Transportmodell, einReaktions-Di�usions-Modell sowie die Modelle eines Gegenstrom-Adsorbers und ei-nes Zirkulations-Festbett-Reaktors geben Aufshluss �uber die Leistungsf�ahigkeit desMoving-Grid-Verfahrens und Hinweise f�ur seine Benutzung. In Kapitel 7 werdenshlie�lih eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblik auf Erweiterungendes Verfahrens gegeben.



Kapitel 2Simulationsumgebung DivaDie Simulationsumgebung Diva (Dynamisher Simulator f�ur verfahrenstehnisheAnlagen) [8, 18℄ ist ein Software-Paket, das die numerishe Simulation, Analyse undOptimierung von Di�erential-Algebra-Gleihungen erm�ogliht. Diva wurde vorwie-gend f�ur verfahrenstehnishe Prozessmodelle konzipiert.Die Arhitektur von Diva (Abbildung 2.1) l�a�t sih in vier Ebenen einteilen. Dieerste Ebene besteht aus den numerishen Methoden und einer Modell-Bibliothek.Damit ist es m�oglih, �uber vorde�nierte Prozessmodelle komplexe Anlagenmodellemittels einer Flie�bildvershaltung zu erstellen. Diese Prozessmodelle oder Grundele-mente werden als Fortran-Dateien in einer bestimmten Datenstruktur repr�asentiertund zusammen mit den Numerik-Routinen von Diva in ein ausf�uhrbares Fortran-Programm �uberf�uhrt. Um die Eingabe der Modelle zu vereinfahen, wurde der CodeGenerator (CG) [19, 10℄ entwikelt, welher die zweite Ebene darstellt. Aus einersogenannten CG-Eingabedatei erzeugt der CG die ben�otigten Fortran-Dateien. Inder CG-Eingabedatei werden das mathematishe Modell und die zugeh�origen Para-meter in einer an die Programmiersprahe Lisp angelehnten Syntax de�niert.Sowohl die Diva-Numerik als auh der Code Generator benutzen zur Modellbe-shreibung die linear-implizite Di�erential-Algebra-Form (DA-Form)B(x;u;p; t)dxdt = f(x;u;p; t) t > t0 ; x(t0) = x0 ; (2.1)y =Hxmit einem di�erentiellen Index von kleiner oder gleih eins. Dabei bedeuten die Be-zeihner x 2 RN Zustandsvektor, B linke-Seite-Matrix (normalerweise singul�ar), fFunktionsvektor, u Eingangsvektor, p Parametervektor, t Zeitvariable, x0 Vektor derAnfangsbedingungen, y Ausgangsvektor.Die CG-Eingabe-Datei wird vom Benutzer per Hand eingegeben oder durh das Vor-verarbeitungswerkzeug SyPProT [12, 19, 2℄ bzw. das Modellierungswerkzeug Pro-MoT [23℄ erzeugt. Diese beiden Werkzeuge stellen die dritte bzw. vierte Ebene dar.8
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Abb. 2.1: Arhitektur der Simulationsumgebung Diva [18℄.Das Modellierungswerkzeug ProMoT ist ein wissensbasiertes Rehnerwerkzeug zurgleihungsbasierten, objektorientierten Modellierung von verfahrenstehnishen Ap-paraten auf der Phasenebene. Die mit ProMoT erstellten Apparatemodelle werdenin Form von CG-Eingabedateien ausgegeben.Die Aufgabe des Vorverarbeitungswerkzeugs SyPProT (Symboli PreProessingTool) ist die Transformation von Prozessmodellen, hergeleitet aus Massen-, Energie-und Impulsbilanzen, in die linear-implizite DA-Form. Die daf�ur bereitgestellten Funk-tionalit�aten umfassen die MOL-Diskretisierung von verteilten Modellen, die tats�ahli-he Transformation in die DA-Form sowie eine Indexanalyse und -reduktion der DA-Gleihungen. Zur MOL-Diskretisierung stellt das Programmpaket die Methoden derFinite-Di�erenzen- und der Finite-Volumen-Approximation zur Verf�ugung, sowohlf�ur �aquidistante als auh f�ur niht �aquidistante Gitter.SyPProT erm�ogliht die Eingabe und Weiterverarbeitung von gemishten Glei-hungssystemen von PDgln., Integro-PDgln. und DA-Gleihungen. Die Klasse derquasilinearen PDgl.-Systeme maximal 2. Ordnung nah folgender Form wird dabei



KAPITEL 2. SIMULATIONSUMGEBUNG DIVA 10unterst�utzt:A(x;u;p; z; t)�x�t = C(x;u;p; z; t)�2x�z2 + �F (x;u;p; z; t)�z + S(x;u;p; z; t) (2.2)t > t0 ; 0 < z < LC0;L(x;u;p; z; t)�x�z + F 0;L(x; v0;L;p; z; t) = 0 t > t0 ; z 2 f0; Lg : (2.3)x(z; t0) = x0(z) 0 � z � L (2.4)Die Gleihungen beshreiben das Verhalten von N Zust�anden x 2 RN . Dabei be-deuten die Bezeihner A, C, C0;L (N � N)-KoeÆzientenmatrizen, F , F 0;L Funk-tionsvektoren, S vektorieller Quellterm des Modells, u, v0;L Eingangsvektoren, pParametervektor, z Ortskoordinate, t Zeitvariable und x0 Vektor der Anfangsbedin-gungen. Diese Modellformulierung shlie�t sowohl hyperbolishe als auh parabolishePDgln. mit Nihtlinearit�aten in den Termen A, C, F , S, C0;L und F 0;L, verbundenmit vershiedenen Arten von Randbedingungen, ein. Au�erdem k�onnen durh For-mulierung des Quellterms S mit Integralen auh Integro-PDgln. angegeben werden,wie sie typisherweise f�ur Populationsbilanzen auftreten.Als Eingabesprahe wird dazu die sogenannteMathematia-Daten-Struktur (MDS)verwendet, siehe Abbildung 2.1. Das Vorverarbeitungswerkzeug SyPProT ist mitHilfe des Compute-Algebra-Systems Mathematia implementiert.Zusammengefasst l�auft die Simulation eines verteilten Modelles in der Simulations-umgebung Diva wie folgt ab:1. Erstellung des Modells als MDS-Datei;2. MOL-Diskretisierung des verteilten Modells und Erzeugung derCG-Eingabedatei mit SyPProT;3. Erzeugung der Prozessmodelle mit dem Code Generator;4. Erstellung des Diva-Fortran-Programms zur Simulation.



Kapitel 3Diskretisierung mit derMethod-of-LinesDer Ansatz der Method-of-Lines (MOL) zur numerishen L�osung von PDgln. ba-siert auf einer Approximation der Gleihungen auf einem Ortsgitter [20℄. Dazu wirddie urspr�unglih kontinuierlihe Ortskoordinate diskretisiert, also durh eine endliheAnzahl von untersheidbaren St�utzstellen ersetzt. Grunds�atzlih kann dies sowohldurh ein �aquidistantes als auh durh ein niht-�aquidistantes Gitter erfolgen. Damitwird die PDgl. in ein System von gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen mit der Zeitals unabh�angiger Variablen umgeformt. Zusammen mit den Randbedingungen erh�altman ein DA-Gleihungssystem aus Zeit-Dgln. und gegebenenfalls algebraishen Glei-hungen (Abbildung 3.1). Dieses Gleihungssystem kann mit numerishen Verfahrenzur Zeitintegration, m�oglihst mit Integratoren f�ur steife Dgln., gel�ost werden. Dain den heute zur Verf�ugung stehenden Integratoren eine Zeitshrittweiten-Steuerungeingebaut ist, kann der Fehler der Zeitintegration klein gehalten werden. Als Haupt-fehlerquelle muss also der Fehler bei der Ortsdiskretisierung angesehen werden.Die MOL wird im Folgenden auf ein verkoppeltes Gleihungssystem von N PDgln.angewandt. Die hier verwendete kompakte Form shlie�t dabei auh die von SyP-ProT unterst�utzten Gleihungen (2.2) bis (2.4) mit ein.A(x;u;p; z; t)�x�t = f �x; �x�z ; �2x�z2 ;u;p; z; t� t > t0 ; 0 < z < L (3.1)mit den Randbedingungen (RB)g0�x; �x�z ; v0; z = 0; t� = 0 ; gL�x; �x�z ; vL; z = L; t� = 0 t > t0 (3.2)und den Anfangsbedingungen (AB)x(z; t0) = x0(z) 0 � z � L : (3.3)11
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Abb. 3.1: Diskretisierung mit der Method-of-Lines (MOL). Umwandlung von partiellen Dif-ferentialgleihungen (PDgln.), Randbedingungen (RB) und Anfangsbedingungen (AB)in Di�erential-Algebra-Gleihungen (DAE) mit Anfangsbedingungen [20℄.Es liegen N Zust�ande x(z; t) = [x1(z; t); : : : ; xN(z; t)℄T vor. Die Matrix A stellt die(N�N)-KoeÆzientenmatrix der Zeitableitungen dar. Die Operatoren f bzw. g0 undgL sind Di�erentialoperatoren bez�uglih des Ortes und enthalten Ortsableitungenh�ohstens vom Grad 2 bzw. vom Grad 1. Als Systemeing�ange dienen die Vektoren uund v0;L.Die Ortsdiskretisierung erfolgt �ubliherweise auf einem zeitlih und �ortlih konstan-ten, �aquidistanten Gitter, womit die kontinuierlihe Ortsvariable z durh diskre-te St�utzpunkte zk; k = 1(1)P , ersetzt wird. Aus den zeit- und ortsabh�angigenZust�anden x(z; t) werden Zeittrajektorien xk(t) � x(zk; t) bez�uglih des St�utzpunk-tes zk. Die partiellen Ortsableitungen �ix=�zi; i = 1; 2; : : : , werden durh Zustands-gr�o�en an mehreren St�utzpunkten approximiert (siehe Kapitel 3.1 und 3.2). Einigeoft verwendete Begri�e betre�end der Approximation der partiellen Ortsableitungensollen hier noh erkl�art werden. Bei einer Zentraldi�erenz wird eine symmetrishePunktverteilung um das Approximationszentrum zk zur Diskretisierung benutzt, alsobeispielsweise die Punkte zk�1, zk und zk+1. Die R�ukw�artsdi�erenz benutzt zus�atz-lih zu zk nur Punkte mit kleinerem Index, also z.B. die Punkte zk�1 und zk. Dem-gegen�uber benutzt eine Vorw�artsdi�erenz zus�atzlih zu zk nur Punkte mit gr�o�eremIndex, also z.B. die Punkte zk+1 und zk. In Abh�angigkeit von der Str�omungsrihtungin einer Anlage werden noh die Begri�e Upwind-Diskretisierung und Downwind-Diskretisierung verwendet. Die erstgenannte Diskretisierung verwendet nur Punkteentgegen der Wanderungsrihtung der Front, entspriht also bei Frontwanderung inpositive z-Rihtung der R�ukw�artsdi�erenz. Downwind benutzt zur Approximationdagegen nur Punkte in Rihtung der Str�omung.Das Ergebnis der MOL-Diskretisierung sind gew�ohnlihe Zeit-Dgln. f�ur die St�utzstel-len zk, k = 2(1)P �1, resultierend aus den PDgln. Dazu kommen f�ur die Randpunktek = 1 und k = P algebraishe Gleihungen bei Anwendung Finiter Di�erenzen (Ka-pitel 3.1) oder Dgln. bei Anwendung Finiter Volumen (Kapitel 3.2), resultierend aus



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 13den Randbedingungen. Die diskretisierten Anfangswerte xk(t0); k = 1(1)P , sind mitden Randbedingungen konsistent, falls Anfangsbedingungen und Randbedingungenin den Gleihungen (3.2) und (3.3) konsistent formuliert wurden.Die folgenden Unterkapitel beshreiben Vorgehensweisen zur Ausf�uhrung der MOLund zur Approximation von Ortsableitungen. Die Finite-Di�erenzen-Methode (FD)sowie die Finite-Volumen-Methode (FV) sind zwei einfahe und h�au�g angewand-te Verfahren zur Umwandlung von PDgln. mit RB in DA-Gleihungen. Zus�atzlihwerden adaptive Verfahren vorgestellt und die wihtigsten Grundlagen zu Gitter-steuerung und Fehlersh�atzung bei bewegten Gittern beshrieben.3.1 Finite-Di�erenzen-MethodeDie Approximation mittels Finiter-Di�erenzen-Methode ergibt sih urspr�unglih auseiner Taylorreihen-Entwiklung der diskretisierten Zustandsvariablen xk(t) an ver-shiedenen St�utzstellen.Als Beispiel sollen m�oglihe Approximationen der ersten und zweiten Ortsableitungenaufgezeigt werden. Die Taylorentwiklungen f�ur die Gitterpunkte mit Index k+1 bzw.k � 1 um den Punkt mit Index k liefern mit der Abk�urzung �zk := zk+1 � zk(Abh�angigkeiten von t werden im Folgenden der �Ubersihtlihkeit halber weggelassen)xk+1 = xk + �x�z ����zk �zk + 12 �2x�z2 ����zk �z2k + 16 �3x�z3 ����zk �z3k +O ��z4k� (3.4)xk�1 = xk � �x�z ����zk �zk�1 + 12 �2x�z2 ����zk �z2k�1 � 16 �3x�z3 ����zk �z3k�1 +O ��z4k�1� : (3.5)Aus der Subtraktion der beiden Gleihungen folgt die N�aherung der ersten Ortsablei-tung am Ort zk als Zentraldi�erenz:�x�z ����zk = xk+1 � xk�1zk+1 � zk�1 +O(�z) � xk+1 � xk�1zk+1 � zk�1 : (3.6)Eine R�ukw�artsdi�erenz ergibt sih beispielsweise aus (3.5) zu�x�z ����zk = xk � xk�1zk � zk�1 +O(�z) � xk � xk�1zk � zk�1 : (3.7)Nah Addition von �zk�1�(3.4) und �zk�(3.5) erh�alt man die N�aherung der zweitenOrtsableitung am Ort zk ebenfalls als Zentraldi�erenz:�2x�z2 ����zk = 2�zk +�zk�1 �xk+1 � xk�zk � xk � xk�1�zk�1 � +O(�z) : (3.8)
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xr(t)Abb. 3.2: Approximation eines Ortspro�ls mit Lagrange-Polynomen an den St�utzpunktenzr bis zs.Da f�ur �aquidistante Gitter der Abstand zweier St�utzpunkte �z f�ur alle k gleih gro�ist, erh�alt man in diesem Fall f�ur (3.7) und (3.8)�x�z ����zk = xk � xk�1�z +O(�z) ; �2x�z2 ����zk = xk+1 � 2xk + xk�1�z2 +O ��z2� : (3.9)Die Fehlerordnung der N�aherung der zweiten Ortsableitung erh�oht sih dabei umeins.Das Vorgehen soll anhand einer skalaren Reaktions-Konvektions-Di�usions-PDgl. ver-anshauliht werden. Die Anfangs- und Randbedingungen werden dabei niht be-trahtet. �x�t = �v�x�z +D�2x�z2 + s(x) t > 0 ; 0 < z < L :Mit R�ukw�artsdi�erenz f�ur die erste und Zentraldi�erenz f�ur die zweite Ortsableitungwird im �aquidistanten Fall entsprehend (3.9) aus der PDgl. nah der Diskretisierungdxkdt = �vxk � xk�1�z +Dxk+1 � 2xk + xk�1�z2 + s(xk) k = 2(1)P � 1 : (3.10)Approximation mit Lagrange-PolynomenZur Generierung der Finite-Di�erenzen-Approximationen werden im Vorverarbei-tungswerkzeug SyPProT Lagrange-Polynome verwendet. Die Approximation derZustandsvariablen x(z; t) � L[r;s℄(z; t) = sXj=r lj(z)xj(t) (3.11)am Approximationszentrum zk wird durh die diskretisierten Zust�ande xj(t); j =r(1)s, an den Gitterpunkten zr bis zs vorgenommen, siehe Abbildung 3.2. Die Be-



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 15rehnung der KoeÆzienten lj(z) erfolgt hierbei nah der Vorshriftlj(z) = sQi=r;i 6=j(z � zi)sQi=r;i 6=j(zj � zi) j = r(1)s :Damit k�onnen die Zust�ande und Ortsableitungen von x(z; t) an der Stelle zk durhDi�erentiation nah z angen�ahert werden:�ix(z; t)�zi ����z=zk � �iL[ri;si℄(z; t)�zi ����z=zk : (3.12)F�ur jede Ordnung i = 0; 1; 2 der Ortsableitungen m�ussen die Parameter ri und sider N�aherung gesondert de�niert werden. An den R�andern des Ortsbereihs werdenmeist Ordnungsreduktionen der Lagrange-Polynome notwendig, um die Stabilit�at derresultierenden DA-Gleihungen zu gew�ahrleisten. Au�erdem werden sogenannte "sli-ding di�erenes\ angewandt, um Gleihungen bez�uglih unde�nierter Gitterpunktewie zum Beispiel z�1 oder z0 zu vermeiden [11, 19℄.Die resultierenden N�aherungen aus den Lagrange-Polynomen entsprehen im �aquidi-stanten Fall denjenigen aus Taylorreihen, im niht �aquidistanten Fall niht immer.Beispielsweise kann die Zentraldi�erenz der ersten Ortsableitung (3.6) f�ur niht �aqui-distante Gitter mit Lagrange-Polynomen niht erzeugt werden. Stattdessen ergibtsih bei Einbeziehung der Orte zk�1, zk und zk+1 mit Lagrange-Polynomen�x�z ����zk � zk � zk+1(zk�1 � zk)(zk�1 � zk+1)xk�1 + 2zk � zk�1 � zk+1(zk � zk�1)(zk � zk+1)xk ++ zk � zk�1(zk+1 � zk�1)(zk+1 � zk)xk+1 ; (3.13)was im �aquidistanten Fall wieder in (3.6) �ubergeht.3.2 Finite-Volumen-MethodeDie Finite-Volumen-Methode (FV) unterteilt den Ortsbereih in eine endlihe Anzahlvon diskreten Kontrollvolumen. Der Grundgedanke der FV ist die Berehnung vonStr�omen an den R�andern und Zustandsgr�o�en in der Mitte der Volumenelemente.Diese physikalish motivierte Herangehensweise erfordert im Gegensatz zur FD im-mer physikalish sinnvoll formulierte Probleme. Die Randbedingungen m�ussen alsomindestens einen Strom enthalten und zu den Pdgln. "passen\. Der Hauptvorteil derFV ist die Einhaltung von integralen Bilanzgleihungen, was bei der FD niht derFall ist.



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 16Die Gitterpunkte werden als Zentrumspunkte der Kontrollvolumen de�niert. Wiein Abbildung 3.3 zu sehen ist, sind zwei Vorgehensweisen denkbar, die im Vorver-arbeitungswerkzeug SyPProT den Gitterverfahren mit Namen "Grid Points\ bzw."Volume Bounds\ entsprehen. Beim Verfahren "Grid Points\ werden die Gitterpunk-te vorgegeben und die Volumengrenzen mittig dazwishen platziert. Man erh�alt alsoSt�utzstellen am Rand. Beim Verfahren "Volume Bounds\ de�nieren die Volumen-grenzen die Aufteilung des Ortsbereihs und die Gitterpunkte werden mittig in dieKontrollvolumen gelegt. Dies entspriht einer intuitiven Vorgehensweise, allerdingsliegen am Rand des Ortsbereihs keine St�utzstellen.
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z1 z2 zP z1 z2 zP�1 zP
0 L 0 L

zP�1Abb. 3.3: Verfahren zur Gittereinteilung bei der FVDie Diskretisierung der PDgl. nah der FV erfolgt in zwei Shritten: die Integration�uber jedes Kontrollvolumen und anshlie�ende Approximation der Randwerte f�urjedes Volumenelement mittels Pro�lannahmen.Dies soll anhand einer skalaren Reaktions-Konvektions-Di�usions-PDgl. f�ur x(z; t)mit Randbedingungen veranshauliht werden. Die Anfangsbedingungen werden da-bei niht betrahtet und wir beshr�anken uns auf die Formalismen des Gitterverfah-rens "Grid Points\.�x�t = �v�x�z +D�2x�z2 + s(x) t > 0 ; 0 < z < L (3.14)0 = �v � (xzu � xjz=0)�D �x�z ����z=0 ; 0 = �x�z ����z=L t > 0Nah Integration der PDgl. �uber das k-te Kontrollvolumen mit den Randpunktenz�k und z+k (zu den Bezeihnungen siehe Abbildung 3.4) erh�alt man(z+k � z�k )dxkdt = �v �x+k � x�k �+D �x�z ����z+k � �x�z ����z�k !+ s(xk) k = 2(1)P � 1 :(3.15)Nun m�ussen noh die unbekannten Zwishenwerte x�k und �x=�zjz�k approximiertwerden. Dazu werden sogenannte Pro�lannahmen getro�en, worin festgelegt wird,wie die verbliebenen Gr�o�en auf den Kontrollvolumengrenzen durh Werte bez�uglihder Gitterpunkte beshrieben werden. Die einfahsten Pro�lannahmen sind
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zk�1 zkÆzk�1 Æzk

�zk
x�k xk x+kxk�1 xk+1
z�k zk+1z+kAbb. 3.4: Bezeihnungen der FV� pieewise onstant upwind:x+k = xk; x�k = xk�1; �x�z ����z+k = 0; �x�z ����z�k = 0� pieewise onstant downwind:x+k = xk+1; x�k = xk; �x�z ����z+k = 0; �x�z ����z�k = 0� pieewise-linear: x+k = 12(xk+1 + xk); x�k = 12(xk + xk�1)�x�z ����z+k = xk+1 � xkÆzk ; �x�k�z ����z�k = xk � xk�1Æzk�1 :Verwendung von "pieewise onstant upwind\ f�ur x�k und "pieewise linear\ f�ur�x=�zjz�k f�uhrt f�ur Gleihung (3.15) zu�zk dxkdt = �v(xk � xk�1) +D�xk+1 � xkÆzk � xk � xk�1Æzk�1 � + s(xk) ; (3.16)worin mit �zk = 0:5(zk+1� zk�1) und Æzk = zk+1� zk nur noh Gr�o�en bez�uglih derGitterpunkte vorkommen.An den R�andern des Ortsbereihs erfolgt eine gesonderte Behandlung der Volumen-grenzen. Hier werden vor den Pro�lannahmen die jeweiligen Randbedingungen ein-gesetzt. Deshalb muss ein mit der FV zu behandelndes Problem physikalish sinnvoll



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 18formuliert werden, da sih ansonsten in diesem Shritt Shwierigkeiten bei der Elimi-nation der Randwerte ergeben. F�ur den linken Rand der PDgl. (3.14) wird dies f�urdas Gitterverfahren "Grid Points\gezeigt. Aus (3.15) folgt mit k = 1, z�1 = z1 undx�1 = x1 (man beahte, dass am Rand nur ein halbes Kontrollvolumen vorliegt)(z+1 � z1)dx1dt = �v �x+1 � x1�+D �x�z ����z+1 � �x�z ����z1!+ s(x1) : (3.17)Eliminiert man die Gr�o�en x1 und �x=�zjz1 auf der rehten Seite mit der linkenRandbedingung am Punkt z1 = 00 = �v � (xzu � x1)�D �x�z ����z1 ;erh�alt man aus (3.17)(z+1 � z1)dx1dt = �v �x+1 � xzu�+D �x�z ����z+1 + s(x1) ;woraus sih nah Einsetzen der Pro�lannahmen12(z2 � z1)dx1dt = �v (x1 � xzu) +Dx2 � x1Æz1 + s(x1) (3.18)ergibt. Die diskretisierte Randgleihung f�ur das Randkontrollvolumen ist also eben-falls eine Dgl. Die Diskretisierung des rehten Randes erfolgt analog. F�ur n�ahereAusf�uhrungen sei auf [22℄ verwiesen.3.3 Adaptive VerfahrenWie man anhand der Gleihungen (3.6) bis (3.9) sehen kann, ist der Diskretisierungs-fehler oft proportional zu oder zumindest quadratish in �z. Um eine ausreihen-de Genauigkeit der errehneten L�osung zu erzielen, legt dieser Zusammenhang einegr�o�tm�oglihe Reduzierung der Abst�ande von Gitterpunkten nahe. Dies ist wenigerwihtig in Bereihen der L�osung, wo ein glatter Verlauf mit geringen Ortsgradientenund geringen Kr�ummungen vorliegt, da die Ortsableitungen und damit die Fehlerdann sehr klein sind. Treten in einem Problem allerdings gro�e, zeitlih ver�anderli-he Ortsgradienten oder starke Kr�ummungen auf, wird man eine hohe Anzahl vonOrtsst�utzstellen verwenden m�ussen, um den Diskretisierungsfehler klein zu halten.Da sih im �aquidistanten Fall dann auh in unkritishen Bereihen viele St�utzstellenbe�nden, wird die Folge dieses Vorgehens eine unn�otig lange Rehenzeit und damiteine ineÆziente Berehnung sein.Der �Ubergang zu zeitlih festen, niht �aquidistanten Gittern bringt nur dann eineVerbesserung, wenn die auftretenden Fronten im Ortspro�l �ortlih �xiert sind. Dies
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Abb. 3.5: Ortspro�l (|) mit an die Front angepasster St�utzstellenverteilung (Æ Æ Æ).ist bei stehenden Wellen im Ortspro�l der Fall. Meist werden die Fronten in verteiltendynamishen Systemen aber zeitlih und �ortlih ver�anderlih sein.Ein Behebung der Nahteile erfolgt, wenn die Gitterpunkte niht von vornehereinfest vorgegeben sind, sondern w�ahrend der Berehnung der L�osung angepasst wer-den, siehe Abbildung 3.5. Dadurh ist es m�oglih, mit einer geringen Anzahl vonSt�utzpunkten auszukommen, die dann bei Bedarf verst�arkt in Bereihe gro�er Orts-ableitung oder Kr�ummung gelegt werden. Die EÆzienz der Berehnung wird damitgesteigert, ohne dass der Diskretisierungsfehler zu gro� wird und die Genauigkeitleidet.Die vershiedenen Algorithmen zur Benutzung eines adaptiven Gitters f�uhren stetsdie beiden Shritte Sh�atzung des Fehlers der Ortsdiskretisierung und Neuverteilungder St�utzstellen aus.Man kann die Moving-Grid-Verfahren grob in Stati-Regridding- und Dynami-Re-gridding-Verfahren einteilen. Bei den Stati-Regridding-Verfahren wird nah jedemoder nah einer bestimmten Anzahl von Zeitshritten die Integration angehalten,und es wird aufgrund der Fehlersh�atzung eine Neuverteilung der St�utzstellen vor-genommen, die besser an den aktuellen L�osungsverlauf angepasst ist. Dazu ist eineInterpolation der L�osung auf dem alten Gitter auf eine L�osung auf dem neuen Git-ter notwendig. Die Trennung von Zeitshrittberehnung und Gitterbewegung f�uhrtim Allgemeinen zu Geshwindigkeitsvorteilen. Die Interpolation ben�otigt allerdingswieder Rehenzeit und bedingt weitere Fehler. Auf diese Verfahrensgruppe soll imWeiteren niht eingegangen werden.Bei den Dynami-Regridding-Verfahren werden die Fehlersh�atzung sowie die Gitter-



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 20bewegung simultan zur Zeitintegration vorgenommen, damit entf�allt die Interpolati-on. Dazu werden die St�utzstellen des Ortsbereihs als Zustandsvariablen mit in dasDA-Gleihungssystem aufgenommen. Die Gleihungen f�ur die St�utzstellensteuerungsind dann die Zustandsgleihungen dieser neuen Variablen. Liegen N PDgln. und POrtsst�utzstellen vor, erweitert sih das Gleihungssystem von N � P Gleihungen imFall ohne St�utzstellensteuerung auf (N + 1) � P Gleihungen. Die Trajektorien zk(t)des Ortsgitters weisen au�erdem keine Spr�unge wie bei Stati-Regridding-Verfahrenauf. Kombinationen aus Stati- und Dynami-Regridding-Verfahren sind ebenfallsm�oglih.Der Aufwand f�ur die Ber�uksihtigung der zus�atzlihen Gitterbewegungs-Gleihungenmuss sih nat�urlih auszahlen. So sollte die Simulation mittels Moving-Grid-Verfahrenbei gleihem Rehenaufwand eine bessere oder bei geringerem Rehenaufwand einegleih gute L�osungsgenauigkeit erreihen.In den folgenden Unterkapiteln wird das in dieser Arbeit benutzte Prinzip der Gleih-verteilung eines Fehlerma�es zur Gittersteuerung eingef�uhrt. Daneben werden ver-shiedene Vorgehensweisen zur Fehlerabsh�atzung beshrieben. Shlie�lih gibt ein�Uberblik zu weiteren Moving-Grid-Verfahren Aufshluss �uber alternative Strategienzur St�utzstellensteuerung.3.3.1 GleihverteilungEine weit verbreitetes Prinzip der St�utzstellensteuerung ist die Gleihverteilung, engl.equidistribution. Dieser Ansatz ist als Stati- wie auh als Dynami-Regridding-Verfahren realisierbar. Bei der Gleihverteilung soll das Verh�altnis zwishen Fehler-ma� und St�utzstellenkonzentration lokal konstant gehalten werden. Anders gesagt:ein hohes Fehlerma� bedingt eine hohe Dihte der St�utzstellen, ein niedriges Fehler-ma� bedingt weiter auseinanderliegende Gitterpunkte. Damit erreiht man, dass derDiskretisierungsfehler �uber den gesamten Ortsbereih in etwa konstant ist, dass alsoeine Gleihverteilung dieses Fehlers vorliegt.Eine Monitorfunktion M(x; z) liefert eine Absh�atzung f�ur den lokalen Diskretisie-rungsfehler. Damit l�asst sih das Gleihverteilungsprinzip folgenderma�en beshrei-ben: zk+1Zzk M(x; z) dz = zkZzk�1 M(x; z) dz = onst: k = 2(1)P � 1 (3.19)oder diskretisiertM(x; z)jz+k � (zk+1 � zk) = M(x; z)jz�k � (zk � zk�1) k = 2(1)P � 1 (3.20)Zur Notation: M(x; z)jz+k bezeihnet die Approximation von M(x; z) im Bereih zwi-shen zk und zk+1, da dieser Wert mit der Di�erenz zk+1 � zk ins Verh�altnis gesetztwird. Im Folgenden wird dies mit M+k �M(x; z)jz+k abgek�urzt.



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 21Auftretende Probleme der St�utzstellensteuerung sind vor allem das �Uberkreuzen vonGitterpunkten, starke Konzentration von St�utzstellen oder Shwingungen in den Zeit-verl�aufen der Gitterpunkte. Dazu kommen Konvergenzprobleme und zu kleine Zeit-shrittweiten der numerishen L�osungsalgorithmen. Dies versuht man zu verhindern,indem die Monitorwerte M+k oder die Punktdihten n+k = (zk+1 � zk)�1 einer �ortli-hen Gl�attung unterzogen werden. Dadurh halten die St�utzpunkte maximale undminimale Abst�ande voneinander ein. Au�erdem kann durh Ableiten der Beziehung(3.19) nah zk oder durh Einbau von Verz�ogerungstermen eine zeitlihe Gl�attungder Gittertrajektorien erreiht werden. F�ur Details sei auf das Kapitel 4.2.3 sowie auf[14℄ oder [9℄ verwiesen.3.3.2 Fehlersh�atzungDie Sh�atzung des Fehlers wird in den meisten F�allen mit sogenannten Monitor-Funktionen M+k geshehen. Allgemein ist M+k eine diskrete Ersetzung f�ur ein vonder L�osung abh�angiges Funktional M(x; z) und enth�alt eine oder mehrere Ortsablei-tungen. Hier werden vor allem heuristishe Kriterien wie lokale Steigung oder lokaleKr�ummung verwendet. Diese besitzen allerdings keinen direkten Zusammenhang zumlokalen Diskretisierungsfehler, k�onnen aber bei vergleihsweise geringem Aufwand ei-ne explizite Berehnung dieses Fehlers erfolgreih ersetzen. Einige der gebr�auhlih-sten Fehler-Kriterien werden im Folgenden vorgestellt.Bogenl�angenmonitorDer Bogenl�angenmonitor berehnet sih nah dem Zusammenhang f�ur die Bogenl�angeeiner Funktion. Da er die erste Ortsableitung enth�alt, ist er ein Ma� f�ur die lokaleSteigung bez�uglih des Ortes. In Verbindung mit dem Ansatz der Gleihverteilungbewirkt der Bogenl�angenmonitor eine Platzierung der Gitterpunkte in lokal gesehengleihf�ormigen Abst�anden entlang des Ortspro�ls.M+k =vuut1 + �x�z ����z+k !2 (3.21)Kr�ummungsmonitorDurh das Bogenl�angen-Kriterium werden diejenigen Bereihe der L�osung, wo einann�ahernd linearer Verlauf mit gro�er �ortliher Steigung auftritt, als wihtig betrah-tet, w�ahrend den Kurvenkr�ummungen eventuell zuwenig Bedeutung zugemessen wird.Dem kann durh einen Kr�ummungsmonitor abgeholfen werden, welher hohe Werte



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 22f�ur Bereihe gro�er Kr�ummung des L�osungsverlaufs liefert.M+k =vuut1 + ����� �2x�z2 ����z+k ����� (3.22)KombinationDie letzte vorgestellte heuristishe Monitorfunktion ist eine Kombination aus ersterund zweiter Ortsableitung und kann mit den Parametern a1 und a2 gewihtet werden.M+k = 1 + a1 ����� �x�z ����z+k ����� + a2 ����� �2x�z2 ����z+k ����� (3.23)DiskretisierungsfehlerEs ist auh m�oglih, w�ahrend der Simulation den lokalen Diskretisierungsfehler direktzu berehnen. Liegt zum Beispiel eine PDgl. der Form�x�t = �v�x�z +D�2x�z2 + s(x)vor, so errehnet sih das Fehlerma� nahM+k = �ve1 +De2 ;wobei die Fehlerterme e1 und e2 aus den Termen h�oherer Ordnung der N�aherungen(3.6) bis (3.8) abgesh�atzt werden k�onnen. Allerdings m�ussen hierbei Approximatio-nen h�oherer Ortsableitungen verwendet werden, was wiederum Fehler, numerisheSt�orungen und Instabilit�aten einshleust. Au�erdem erfordern die Approximationenh�oherer Ortsableitungen einen erh�ohten Rehenaufwand. Vershiedene Autoren ra-ten deshalb von einer direkten Betrahtung dieses Fehlers ab (z.B. [14℄). Durh diesesVorgehen ist jedoh die Einhaltung einer vorgegebenen Fehlershranke f�ur den lokalenDiskretisierungsfehler m�oglih [21℄.Der Diskretisierungsfehler kann auh durh Vergleih zweier L�osungen berehnet wer-den [1℄. Dazu werden zwei untershiedlihe Gitter mit vershiedener St�utzstellen-anzahl verwendet, und in jedem Zeitshritt die L�osung auf beiden Gittern separatberehnet. Aus den Untershieden der L�osungen kann der Diskretisierungsfehlers ab-gesh�atzt werden. Durh die auf vershiedenen Gittern berehnete numerishe L�osungist wieder ein Anstieg des Rehenaufwands festzustellen.



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 23Fehlersh�atzung bei PDgl.-SystemenEine Simulation von PDgln.-Systemen maht eine Anpassung der Monitorfunktionf�ur die �Uberwahung mehrerer Zust�ande notwendig. Dabei ist zus�atzlih eine Nor-mierung der Zust�ande sowie des Ortsbereihes sinnvoll, um die Vergleihbarkeit dergesh�atzten Ortsableitungen zu gew�ahrleisten. Auf die genauen Formalismen wirdhier niht n�aher eingegangen, sondern auf Kapitel 4.2.2 verwiesen.3.3.3 Weitere Verfahren zur St�utzstellensteuerungIn diesem Unterkapitel werden einige weitere Ans�atze zur Adaption eines bewegtenGitters an die numerishe L�osung von PDgln. beshrieben. Dabei wird kurz auf Vor-und Nahteile der Verfahren, auh im Hinblik auf eine Implementierung in SyP-ProT, eingegangen.Minimierung von FunktionalenEine weitere M�oglihkeit, die n�aherungsweise Gleihverteilung des Diskretisierungs-fehlers zu erreihen, ist die Minimierung von bestimmten Zielfunktionalen in Abh�an-gigkeit des L�osungsverlaufs. Dabei wird beispielsweise die Bewegung der Gitterpunk-te, dz=dt, so gew�ahlt, dassJ = �dxdt�2 + ��dzdt�2 = ��x�t + �x�z dzdt�2 + ��dzdt�2 ; � � 0 ;minimiert wird. Di�erentiation von J nah dz=dt und Nullsetzen ergibt die Dgl.dzdt = ��x�t �x�z , � + ��x�z�2! ;wodurh die Trajektorien der Gitterpunkte zk(t) so berehnet werden, dass die totaleAbleitung dx=dt minimal im Sinne des obigen Funktionals wird. Allerdings werdendie St�utzstellen durh dieses Verfahren niht immer in die gew�unshte Rihtung, dashei�t in Bereihe hoher Ortsgradienten, vershoben [5℄.Moving-Point-VerfahrenIm Moving-Point-Verfahren werden einzelne Gitterpunkte mittels A-priori-Wissenaus analytishen Untersuhungen des Modells an die bewegte Front angekoppelt. Da-durh ist die ausreihende �ortlihe Au�osung der wandernden Front gew�ahrleistetund der Diskretisierungsfehler wird klein gehalten, ohne zu viele Gitterpunkte inunkritishen Bereihen zu vershwenden. Dieses Verfahren ist deshalb vor allem zur



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 24Behandlung von wandernden Diskontinuit�aten geeignet, bei denen die Frontgeshwin-digkeit analytish im Voraus berehnet werden kann. Wird dieses A-priori-Wissendem Vorverarbeitungswerkzeug mitgeteilt, w�are eine einfahe und eÆziente Art derGittersteuerung m�oglih. Soll die Vorverarbeitung der PDgln. aber unabh�angig vonvorher durhgef�uhrten analytishen Berehnungen sein, ist eine Einbindung diesesVerfahrens niht ohne die Entwiklung von automatishen Analyse-Werkzeugen zurCharakterisierung der Frontwanderung m�oglih.Multigrid-VerfahrenBei Multigrid-Verfahren werden mehrere Gitter untershiedliher Mashenweite ver-wendet. Ausgehend vom gr�obsten Gitter werden sukzessive die L�osungen auf allenGittern berehnet und dabei die Informationen der gr�oberen Gitter verwendet. Beisahgem�a�er Anwendung dieser Verfahren kann die Konvergenzgeshwindigkeit vorallem f�ur d�unn besetzte Gleihungssysteme im Vergleih zu Verfahren mit nur einemfeinen Gitter betr�ahtlih erh�oht werden, da sowohl die groben als auh die feinenAnteile der Dynamik erfasst werden. M�oglihe Probleme betre�en die Konvergenz, va-riierende St�utzstellenanzahl und IneÆzienz in Bereihen mit hoher Genauigkeit shonbei groben Gittern. Nahteilig wirkt sih auf jeden Fall der hohe Rehenaufwand f�urdie verwendeten Gitter aus.Moving-Finite-Elemente-Verfahren (MFE)Moving-Finite-Elemente-Verfahren [17, 7℄ benutzen zur N�aherung der L�osung derPDgl. bestimmte Basisfunktionen, die jeweils zwishen zwei St�utzstellen g�ultig sind:x(z; t) � x�(z; t) = PXi=1 ai(t)pi(z; zi(t))mit den Amplituden der L�osungsfunktion ai(t) und den polynomialen Basisfunktionenpi(z; zi(t)). Diese Basisfunktionen pi werden vorab als einfahe, st�ukweise de�nierteFunktionen wie Geraden- oder Parabelst�uke festgelegt. Die beweglihen St�utzstel-len werden so platziert, dass das Quadrat der L2-Norm des Residuums der PDgln.�x=�t = f(x; �x=�z; �2x=�z2) �uber den gesamten Ortsbereih bez�uglih dai=dt unddzi=dt minimiert wird:��x��t � f �x�; �x��z ; �2x��z2 �2�2 != min.mit �x��t = PXi=1 �pi(z; zi(t))daidt + �x��zi dzidt � : (3.24)



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG MIT DER METHOD-OF-LINES 25Diese Optimierungsaufgabe f�uhrt auf 2P gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen f�ur dieAmplituden ai sowie die Gitterpunkte zi. Durh Einf�uhrung sogenannter Penalty-Funktionen kann zus�atzlih die Knotenbewegung reglementiert und die L�osbarkeitder Optimierungsaufgabe gew�ahrleistet werden. Als Nahteil der MFE ist vor allemdie Anzahl der Parameter f�ur Korrekturterme und Knotenverteilung zu nennen, wasdie Einbindung in ein automatish ablaufendes Programm ershwert.Kollokationsverfahren�Ahnlih wie beim Finite-Elemente-Verfahren werden durh das Kollokationsverfahrenangen�aherte L�osungen aus gewissen Basisfunktionen berehnet. Die Amplituden ai(t)werden hier so bestimmt, dass die Dgl. an einer de�nierten Anzahl von Ortsst�utzstel-len, den sogenannten Kollokationspunkten, m�oglihst gut erf�ullt ist.



Kapitel 4Darstellung desMoving-Grid-VerfahrensDas hier dargestellte Moving-Grid-Verfahren basiert auf einer Arbeit von Verwer etal. [24℄ und geht urspr�unglih auf Dor�/Drury [3℄ zur�uk. Es verwendet eine konstanteAnzahl von Gitterpunkten und bedient sih zur St�utzstellensteuerung des Gleihver-teilungsprinzips mit Fehlersh�atzung durh einen Bogenl�angen-Monitor. Zur Regle-mentierung der Gitterbewegung k�onnen sowohl eine �ortlihe als auh eine zeitliheGl�attung der Punktdihten angewandt werden.Ausshlaggebend f�ur die Auswahl dieses Verfahrens waren zum einen die Einfahheitund die geringe Anzahl der einzustellenden Parameter, zum anderen die Zugeh�origkeitzu den Dynami-Regridding-Verfahren, was eine reibungslose Integration in SyP-ProT ohne Eingri�e in die DAE-Numerik von Diva erlaubt.Zu l�osen sei eine skalare partielle Di�erentialgleihung vom parabolishen Typ f�urden Zustand x(z; t) mit einer Ortskoordinate z und der Zeitvariablen t:�x�t = f �x; �x�z ; �2x�z2 ; u; z; t� t > t0 ; 0 < z < L (4.1)g0�x; �x�z ; z = 0; t� = 0 ; gL�x; �x�z ; z = L; t� = 0 t > t0 (4.2)x(z; t0) = x0(z) 0 � z � L : (4.3)Dies stellt eine Reduzierung des allgemeinen PDgl.-Systems (3.1) bis (3.3) auf denFall N = 1 dar. Eine �Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall N > 1 ist leihtm�oglih. Es wird von der Existenz und Eindeutigkeit der L�osung x(z; t) des Problemsausgegangen.Das Ziel ist eine m�oglihst eÆziente Berehnung des Verlaufs von x(z; t), wobei dieAbweihungen von der exakten L�osung so klein wie m�oglih bleiben sollen.26



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 274.1 Gleihungs-TransformationDie Diskretisierung nah der MOL geshieht auf einem ver�anderlihen Ortsgitter mitP Gitterpunkten der Form0 = z1 < z2(t) < : : : < zP�1(t) < zP = L t � 0 : (4.4)Der erste und letzte Punkt des Ortsgitters sind Fixpunkte auf den R�andern. DieGr�o�en zk(t) sind glatte Zeittrajektorien und m�ussen als zus�atzlihe Zustandsgr�o�endes Problems aufgefa�t werden.Die diskretisierten, nur noh zeitabh�agigen Zustandsgr�o�en werden in der Formxk(t) � x(zk(t); t) k = 1(1)P (4.5)notiert. Sie stellen eine N�aherung der exakten L�osung x(z; t) am Punkt (zk(t); t) dar.Zur Herleitung der transformierten PDgl. wird die totale Ableitung von x(z(t); t)gebildet: dxdt = �x�z dzdt + �x�t :Daraus ergibt sih die Lagrange-Form der partiellen Zeitableitung [4℄�x�t = dxdt � �x�z dzdtoder in diskretisierter Form �xk�t = dxkdt � �x�z ����zk(t) � dzkdt : (4.6)Einsetzen in die Diskretisierung der PDgl. (4.1) ergibtdxkdt � �x�z ����zk(t) � dzkdt = ~f  xk; �x�z ����zk(t) ; �2x�z2 ����zk(t) ; uk; t! k = 2(1)P � 1 : (4.7)~f(� � � ) bzw. �x=�zjzk(t) und �2x=�z2jzk(t) bezeihnen die Approximationen des Ope-rators f bzw. der Ortsableitungen am Ort zk(t). F�ur diese Terme k�onnen wie gew�ohn-lih Diskretisierungsverfahren wie Finite Di�erenzen oder Finite Volumen verwendetwerden.Gleihung (4.7) stellt die transformierte und diskretisierte PDgl. dar, die anstattder urspr�unglihen Gleihung (4.1) zur Simulation verwendet wird muss. Der hinzu-gef�ugte Transformationsterm �x=�zjzk(t) � dzk=dt ber�uksihtigt die Mitbewegung desKoordinatensystems.Die Diskretisierung der Randbedingungen (4.2) erfolgt in gewohnter Weise und kannohne Transformation durhgef�uhrt werden, da hier keine Zeitableitungen auftreten.



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 28Sie f�uhrt auf folgende Gleihungen, wobei ~g0(� � � ) bzw. ~gL(� � � ) die diskreten Appro-ximationen der Operatoren g0 bzw. gL sind:~g0 x1; �x�z ����z1 ; t! = 0 ; ~gL xP ; �x�z ����zP ; t! = 0 : (4.8)Damit wurde das urspr�unglihe Problem bez�uglih des bewegten Gitters transformiertund die MOL-Diskretisierung der PDgln. durhgef�uhrt.4.2 Moving-Grid-GleihungenDa mit den Gr�o�en zk(t) neue Zust�ande eingef�uhrt wurden, muss auh die Zahl derModellgleihungen erh�oht werden. Dabei sollen Gleihungen angesetzt werden, wel-he die Bewegung der Gitterpunkte zk(t) in Abh�angigkeit der L�osungsverl�aufe xk(t)steuern. Diese Gleihungen werden als Moving-Grid-Gleihungen oder als Regulari-sierungsfunktionen bezeihnet. Mit Hilfe der Gleihverteilung eines Fehlerma�es f�urden lokalen Diskretisierungsfehler werden die beweglihen Gitterpunkte in Bereihegro�er Ortsgradienten vershoben. Um Instabilit�aten der Gitterbewegung zu vermei-den, wird diese mittels �ortlihen und gegebenenfalls zeitlihen Gl�attungen ged�ampft.Daraus resultieren ebenfalls Zwangsbedingungen f�ur eingeshr�ankte Beweglihkeit,um �Uberkreuzungen von Gitterpunkten zu verhindern.4.2.1 GleihverteilungAls Abk�urzungen werden die Di�erenz zweier Gitterpunkte�zk(t) := zk+1(t)� zk(t) k = 1(1)P � 1 (4.9)und die lokale Punktdihte im Ortsbereih zwishen zk(t) und zk+1(t)n+k (t) := 1�zk(t) = 1zk+1(t)� zk(t) k = 1(1)P � 1 (4.10)eingef�uhrt.Als erste Grundlage f�ur die Gittergleihungen wird die Beziehung f�ur Gleihvertei-lung (3.20) herangezogen, welhe besagt, dass das Verh�altnis zwishen Punktdihteund Fehlerma� lokal gesehen konstant sein soll. Der �Ubersihtlihkeit halber wird imFolgenden die Abh�angigkeit (t) meist weggelassen.n+k�1M+k�1 = n+kM+k k = 2(1)P � 1 : (4.11)M+k ist eine diskrete Monitorfunktion und damit ein Fehlerma� f�ur den Ortsbereihzwishen zk(t) und zk+1(t). Sie wird im n�ahsten Abshnitt n�aher spezi�ziert. Diesealgebraishen Beziehungen k�onnen in der Zeitintegration simultan zu den �ubrigenDi�erential-Algebra-Gleihungen gel�ost werden.



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 294.2.2 Die MonitorfunktionAls Ma� f�ur die Steigung bez�uglih des Ortes, d.h. f�ur die Gr�o�e des Ortsgradienten,wird der Bogenl�angen-Monitor (3.21) in diskretisierter Form verwendet:M+k (t) :=s1 + � LX � xk+1 � xkzk+1 � zk �2 k = 1(1)P � 1 : (4.12)Dabei wird durh die beiden Faktoren L und X eine Normierung des Ortsbereihesund der Zustandsgr�o�en erreiht. Der Ortsbereih wird auf die L�ange 1 normiert, dieWerte der Zustandsgr�o�en xk werden zu einem typishen oder maximalen Wertebe-reih X in Beziehung gesetzt. Liegen mehrere PDgln. auf demselben Gitter vor, musseine Modi�kation f�ur mehrere Zust�ande verwendet werden. Hierbei bezeihnet N dieAnzahl der betrahteten PDgln. und Xj den Normierungsfaktor des j-ten Zustands.M+k (t) :=vuut1 + 1N NXj=1 � LXj � xk+1;j � xk;jzk+1 � zk �2 k = 1(1)P � 1 : (4.13)Es werden alle Zustandsgr�o�en zur Fehlerabsh�atzung verwendet. Als Alternativekann man aber auh einen oder mehrere Zust�ande als sogenannte Leitzust�ande w�ahlenund die Berehnung der Monitorwerte nur von diesen Gr�o�en abh�angig mahen. Dannl�auft die Summe in Gleihung (4.13) niht �uber alle N Zust�ande, sondern beinhaltetnur die ausgew�ahlten Leitzust�ande.In der vorliegenden Fassung sind die Monitorwerte auf streng positive Werte festge-legt, also M+k � 1 > 0.4.2.3 Gittergl�attungDie bisher abgeleitete Form der Moving-Grid-Gleihungen hat den Nahteil, dass inder Gitterbewegung �Uberkreuzen und starke Konzentrationen der St�utzpunkte so-wie Shwingungen in den Gittertrajektorien auftreten k�onnen. Au�erdem kann durhnumerishe Experimente nahgewiesen werden, dass die zum L�osen von Gleihungenoder im Integrator angewandte Newton-Iteration oft niht konvergiert oder die Simu-lation wegen zu kleinen Zeitshrittweiten des Integrators abgebrohen wird [24, 14℄.Deshalb werden im Folgenden zwei Modi�kationen der Gleihverteilungsbeziehung(4.11) zur Gl�attung der Gitterbewegung bez�uglih des Ortes und der Zeit eingef�uhrt.�Ortlihe Gittergl�attungUm die �ortlihe Gitterbewegung einzushr�anken, werden die Punktdihten n+k (t)durh ihre sogenannten "anti-di�usen\ Entsprehungen ~n+k (t) ersetzt, was eine nu-merishe Di�usion der Punktdihten n+k (t) bewirkt. Dabei wird der Parameter � der



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 30�ortlihen Gittergl�attung eingef�uhrt. Eine anshaulihe Interpretation von � folgt amEnde des Kapitels.~n+1 := n+1 � �(� + 1)(n+2 � n+1 ) (4.14)~n+k := n+k � �(� + 1)(n+k+1 � 2n+k + n+k�1) k = 2(1)P � 1 (4.15)~n+P�1 := n+P�1 � �(� + 1)(n+P�2 � n+P�1) (4.16)Die Gleihungen (4.14) und (4.16) ergeben sih aus (4.15) durh die "virtuellen\Randbedingungen n+0 := n+1 ; n+P := n+P�1 :Damit lautet die neue Gleihverteilungsbeziehung~n+k�1M+k�1 = ~n+kM+k k = 2(1)P � 1 (4.17)oder ausgeshrieben mit der Abk�urzung � := �(�+ 1) f�urk = 2 : �(1 + �)n+1 + �n+2M+1 + ��n+1 + (1 + 2�)n+2 � �n+3M+2 = 0 (4.18)k = 3(1)P � 2 :�n+k�2 � (1 + 2�)n+k�1 + �n+kM+k�1 + ��n+k�1 + (1 + 2�)n+k � �n+k+1M+k = 0 (4.19)k = P � 1 :�n+P�3 � (1 + 2�)n+P�2 + �n+P�1M+P�2 + ��n+P�2 + (1 + �)n+P�1M+P�1 = 0 : (4.20)(4.18) bis (4.20) stellen ein algebraishes Gleihungssystem dar, das bez�uglih derSt�utzstellen zk 5-Punkt-verkoppelt ist, da Gleihung k von n+k�2 bis n+k+1 und damitvon zk�2 bis zk+2 abh�angt.In [24℄ wird nahgewiesen, dass durh diese Modi�kation benahbarte Punktdihtenund damit auh benahbarte Intervallabst�ande stets folgender Beshr�ankung unter-liegen: ��+ 1 � n+k�1n+k � � + 1� k = 2(1)P � 1 : (4.21)Damit ist �uber den Parameter � > 0 ein einfaher und anshauliher Weg gegeben,wie man Punkth�aufungen und das �Uberkreuzen von St�utzstellen vermeiden kann.W�ahrend eine Wahl von � / 1 eine gro�z�ugige Vershiebung der St�utzstellen erlaubt,wird mit �� 1 die Bewegung der Gitterpunkte sehr gering sein.



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 31Zeitlihe Gittergl�attungDie Zeitverl�aufe der Gitterpunkte zk(t) k�onnen durh eine weitere Modi�kation ge-gl�attet werden. Dazu wird die Gleihverteilungsbeziehung (4.17) nah �ortliher Gl�at-tung zu einem System von Di�erentialgleihungen erweitert:~n+k�1 + � ddt ~n+k�1M+k�1 = ~n+k + � ddt ~n+kM+k k = 2(1)P � 1 : (4.22)Der Parameter � > 0 wirkt als Verz�ogerung und zwingt das Gitter, sih niht sofortden neuen Monitorwerten anzupassen, sondern sih �uber das Zeitintervall � einzu-stellen. Das Resultat dieser zeitlihen Gl�attung ist die Vermeidung von zeitlihenOszillationen und ein glatter Verlauf von zk(t). Wird f�ur � ein sehr kleiner Wert oderNull gew�ahlt, tritt die Verz�ogerung kaum bzw. gar niht auf. Bei sehr hohen Wertenf�ur � ergibt sih ein praktish nihtbewegtes Gitter. In den meisten F�allen ist diezeitlihe Gl�attung jedoh �uber�ussig, da die rein �ortlihe Gittergl�attung shon guteErgebnisse liefert.Es sei noh angemerkt, dass durh die zeitlihe Gl�attung die Beshr�ankung derVerh�altnisse benahbarter Punktdihten (4.21) weiterhin ihre G�ultigkeit beh�alt [24℄.Die Gleihungen (4.22) sind in der bisherigen Form noh niht direkt implementier-bar, da Ableitungen von ~n+k vorkommen. Im Kontext von SyPProT und Diva istdies eine sogenannte Hilfsvariable und hat die Funktion einer Abk�urzung. Ableitun-gen bez�uglih der Zeit d�urfen in der linear-impliziten DA-Form nah Gleihung (2.1)aber nur von Zustandsvariablen gebildet werden. Deshalb m�ussen noh Umformungenvorgenommen werden, so dass in den Gleihungen nur Ableitungen von Zustandsva-riablen auftreten. Aus n+k = 1�zkfolgt ddtn+k = � 1(�zk)2 ddt�zk = �(n+k )2�dzk+1dt � dzkdt �Einsetzen in die Zeitableitung der Gleihungen (4.14) bis (4.16) erm�ogliht eine Um-formung von (4.22) und liefert die endg�ultigen Gleihverteilungsbeziehungen f�ur



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 32k = 2 : �" �(1 + �)(n+1 )2M+1 + �(n+1 )2M+2 � dz1dt��(1 + �)(n+1 )2 + �(n+2 )2M+1 + �(n+1 )2 + (1 + 2�)(n+2 )2M+2 � dz2dt+��(n+2 )2M+1 + (1 + 2�)(n+2 )2 + �(n+3 )2M+2 � dz3dt���(n+3 )2M+2 � dz4dt #= �(1 + �)n+1 + �n+2M+1 + ��n+1 + (1 + 2�)n+2 � �n+3M+2 (4.23)k = 3(1)P � 2 :�" ���(n+k�2)2M+k�1 � dzk�2dt+��(n+k�2)2 + (1 + 2�)(n+k�1)2M+k�1 + �(n+k�1)2M+k � dzk�1dt��(1 + 2�)(n+k�1)2 + �(n+k )2M+k�1 + �(n+k�1)2 + (1 + 2�)(n+k )2M+k � dzkdt+��(n+k )2M+k�1 + (1 + 2�)(n+k )2 + �(n+k+1)2M+k � dzk+1dt���(n+k+1)2M+k � dzk+2dt #= �n+k�2 � (1 + 2�)n+k�1 + �n+kM+k�1 + ��n+k�1 + (1 + 2�)n+k � �n+k+1M+k (4.24)



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 33k = P � 1 :�" ���(n+P�3)2M+P�2 � dzP�3dt+��(n+P�3)2 + (1 + 2�)(n+P�2)2M+P�2 + �(n+P�2)2M+P�1 � dzP�2dt��(1 + 2�)(n+P�2)2 + �(n+P�1)2M+P�2 + �(n+P�2)2 + (1 + �)(n+P�1)2M+P�1 � dzP�1dt+��(n+P�1)2M+P�2 + (1 + �)(n+P�1)2M+P�1 � dzPdt #= �n+P�3 � (1 + 2�)n+P�2 + �n+P�1M+P�2 + ��n+P�2 + (1 + �)n+P�1M+P�1 : (4.25)Setzt man in diesen Beziehungen � = 0, erh�alt man wieder die Gleihungen (4.18)bis (4.20).4.3 Fehler und Stabilit�at der numerishen L�osungDie in der Literatur meist angewandte Diskretisierung der ersten Ortsableitung imTransformationsterm �x=�zjzk(t) � dzk=dt in Gleihung (4.7) ist die Zentraldi�erenz�x�z ����zk(t) � xk+1 � xk�1zk+1 � zk�1 : (4.26)Sie stellt �ubliherweise die Approximation mit dem kleinsten Fehler dar, da sie diewahre Tangente an das Ortspro�l besser ann�ahert als die R�ukw�artsdi�erenz�x�z ����zk(t) � xk � xk�1zk � zk�1 (4.27)oder die Vorw�artsdi�erenz �x�z ����zk(t) � xk+1 � xkzk+1 � zk ; (4.28)siehe Abbildung 4.1.Treten allerdings dominante Konvektionsterme in den Modellgleihungen auf, k�onnensih durh Anwendung der Zentraldi�erenz numerish bedingte Oszillationen im L�o-sungsverlauf ergeben [14℄. In diesem Fall muss auf eine Upwind-Diskretisierung zu-r�ukgegri�en werden, womit die DA-Gleihungen aus diskretisierter PDgl., Randbe-dingungen und Gittersteuerung �ortlih stabilisiert werden.
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Abb. 4.1: Approximation der ersten Ortsableitung anhand des Ortspro�ls. Die Zentraldi�e-renz (4.26) (- -) n�ahert die Steigung der wahren Tangente �x=�z (|) im Allgemeinenbesser an als die R�ukw�artsdi�erenz (4.27) (� � � � ).Sollten trotz aller sinnvollen Diskretisierungs- und Gl�attungsma�nahmen Instabi-lit�aten auftreten, muss die Zahl der Gitterpunkte erh�oht und gleihzeitig eine An-passung der Verfahrensparameter � und � vorgenommen werden. Jedoh kann dief�ur Stabilit�at ben�otigte Anzahl der Gitterpunkte viel h�oher sein als die Anzahl derGitterpunkte, die f�ur gen�ugend genaue �ortlihe Au�osung und damit zur Erf�ullungder eigentlihen Funktion des Verfahrens notwendig w�aren. Damit wird die Rehen-zeit zur Integration der DA-Gleihungen steigen.Eine Betrahtung der Stablit�at der DA-Gleihungen inklusive PDgl. und Gitterglei-hungen wird beispielsweise in [15℄ vorgenommen. Die Ergebnisse sind allerdings pro-blemabh�angig und k�onnen shwerlih innerhalb einer automatisierten Verarbeitungeingesetzt werden. Die DA-Gleihungen nah der Diskretisierung sind nah [15℄ inder Form dxkdt = �x�z ����zk(t) � dzkdt + � �2x�z2 ����zk(t) + s(x; z)jzk(t) k = 2(1)Pg(x1; : : : ; xP ; z1; : : : ; zP ) = 0 (4.29)gegeben, wobei s(x; z)jzk(t) den Quellterm der PDgl. und g(: : : ) = 0 die Gitter-gleihungen mit Randbedingungen darstellen. Damit k�onnen Reaktions-Di�usions-Systeme beshrieben werden.Der Diskretisierungsfehler ergibt sih aus den Termen h�oherer Ordnung der Gleihun-



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 35gen (3.6) und (3.8), die ausf�uhrlih geshrieben lauten (�zk = zk+1 � zk):�x�z ����zk(t) = xk+1 � xk�1zk+1 � zk�1 � 12 �2x�z2 ����zk(t) (�zk ��zk�1)�16 �3x�z3 ����zk(t) �z3k +�z3k�1�zk +�zk�1 + � � ��2x�z2 ����zk(t) = 2�zk +�zk�1 �xk+1 � xk�zk � xk � xk�1�zk�1 ��13 �3x�z3 ����zk(t) (�zk ��zk�1)� 112 �4x�z4 ����zk(t) �z3k +�z3k�1�zk +�zk�1 + � � �Der Diskretisierungsfehler f�ur Gleihung (4.29) hat also die Formv � �dzkdt "12 �2x�z2 ����zk(t) (�zk ��zk�1) + 16 �3x�z3 ����zk(t) �z3k +�z3k�1�zk +�zk�1 + � � �#��"13 �3x�z3 ����zk(t) (�zk ��zk�1) + 112 �4x�z4 ����zk(t) �z3k +�z3k�1�zk +�zk�1 + � � �# (4.30)Die Terme dzk=dt[: : : ℄ in der ersten Zeile des Ausdruks kommen erst aufgrund derEinf�uhrung des bewegten Gitters ins Spiel und bedingen weitere Diskretisierungsfeh-ler, die bei Benutzung eines festen Gitters niht auftreten. Diese zus�atzlihen Fehler�uberwiegen die Ungenauigkeiten aufgrund des Di�usionsterms � � �2x=�z2, wenn dieFrontgeshwindigkeiten hoh sind (dzk=dt gro�) oder der Di�usionskoeÆzient � sehrklein ist. Dieser Einuss kann verringert werden, wenn die Gittertrajektorien einenglatten und gleihm�a�igen Verlauf haben und im Kleinen gesehen keine gro�en �Ande-rungen vollf�uhren. Dies wird vor allem durh eine zeitlihe Gittergl�attung mit � > 0erreiht.Eine weiteres wihtiges Ergebnis betri�t die numerishe Stabilit�at der L�osung. In [15℄wird festgestellt, dass der Fehler sehr shnell anw�ahst, wenn �s=�x gro�e positiveWerte annimmt. Dies entspriht exothermen Reaktionen. In diesen F�allen wird ei-ne Verwendung von Moving-Grid-Methoden f�ur diese Reaktions-Di�usions-Systemeniht empfohlen.4.4 ZusammenfassungInsgesamt ben�otigt man zur numerishen L�osung von (4.1) bis (4.3) folgende Rehen-bzw. Simulationsgleihungen:� Die auf das mitbewegte Gitter transformierten und diskretisierten Dgln. (4.7)jeder Pdgl. mit Randbedingungen (4.8) und Anfangsbedingungendxkdt � �x�z ����zk(t) � dzkdt = ~f(: : : ) k = 2(1)P � 1 ; t > t0



KAPITEL 4. DARSTELLUNG DES MOVING-GRID-VERFAHRENS 36~g0(: : : ) = 0 ; ~gL(: : : ) = 0 t > t0xk(t0) = x0(zk) k = 1(1)P :� Die Gittergleihungen (4.18) bis (4.20) nur mit �ortliher Gittergl�attung bzw.(4.23) bis (4.25) mit �ortliher und zeitliher Gittergl�attung. Dazu die Randwertedes Gitters z1 = 0 ; zP = L t > 0und eine Anfangsverteilung der Gitterpunktezk(t0) = zk0 k = 1(1)P mit z10 = 0 ; zP0 = L :� Die Monitorfunktion (4.13), wobei N b= Anzahl PDgln., L bzw. Xj b= Normie-rungsfaktoren,M+k (t) :=vuut1 + 1N NXj=1 � LXj xk+1;j � xk;jzk+1 � zk �2 k = 1(1)P � 1 :� Die Hilfsvariablen (Zuweisungen)n+k (t) := 1zk+1(t)� zk(t) k = 1(1)P � 1und die Abk�urzung � := �(� + 1) :� Die Verfahrensparameter f�ur �ortlihe Gittergl�attung �, f�ur zeitlihe Gittergl�at-tung � und die Anzahl der Gitterpunkte P .Die Anzahl der Gleihungen ist (N + 1) � P und damit identish mit der Zahl derUnbekannten xk(t) und zk(t), k = 1(1)P . Im Vergleih mit der Anzahl der Gleihun-gen N � P bei nihtbewegtem Gitter wird deutlih, dass die zus�atzlihe Rehenzeitbedingt durh die Vergr�o�erung der Gleihungsanzahl mit wahsendem N an Bedeu-tung verliert.Bei Anwendung von Dirihlet-Randbedingungen (Wert des Zustands wird vorgege-ben) liegt f�ur den Fall � > 0 bei angenommener Niht-Singularit�at der Matrix ausden linken Gleihungsseiten ein ehtes ODE-Modell vor, im Fall � = 0 ein DA-Modellmit Index eins [24℄.



Kapitel 5ImplementierungZur Einbindung des in Kapitel 4 dargestellten Moving-Grid-Verfahrens in das Vor-verarbeitungswerkzeugs SyPProT muss zum einen die Eingabesprahe derMathe-matia-Daten-Struktur (MDS) angepasst und zum anderen der Programm-Codevon SyPProT erweitert werden. Die Erweiterungen der MDS betre�en die MOL-Parameter zur De�nition bewegter Gitter. Anhand dieser Parameter aus der MDS-Datei muss das Diskretisierungs-Modul des Programm-Codes eine automatishe Glei-hungstransformation und Generierung der Moving-Grid-Gleihungen, abgestimmtauf die bereits vorhandenen Diskretisierungsshemata der FD und der FV, vorneh-men.5.1 Die Mathematia-Daten-StrukturDie De�nition verteilter Modelle erfolgt mittels der Mathematia-Daten-Struktur(MDS). Sie bedient sih einer Anzahl von symbolishen Programmiermethoden zurSpezi�zierung von Informationen:� Ausdruk: kopf[argument1, : : : ,argumentn℄Der kopf des Ausdruks dient zur Charakterisierung der repr�asentierten Infor-mationen, die argumente stellen die Informationen dar.� Gleihung: lhs == rhs� Zuweisungen: lhs := rhs� Regeln: lhs -> rhsRegeln stellen ebenfalls eine Zuweisung von rhs an lhs dar. Im Gegensatz zureigentlihen Zuweisung lhs := rhs erlauben mehrere Regeln innerhalb einesAusdruks eine exible Spezi�kation von Informationen in weitgehend beliebigerReihenfolge. 37



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 38� Listen: { element1, : : : ,elementn }Listen dienen der geordneten Repr�asentation von Einzelinformationen.Die MDS wird anhand der folgenden De�nitionsfunktionen in einzelne Abshnitte un-terteilt. Dazu geh�oren zum einen Ausdr�uke zur De�nition des Modelles aus PDgln.,Integro-PDgln., Dgln. und algebraishen Gleihungen:� GeneralDesription[ : : : ℄ beinhaltet allgemeine Angaben wie Dateiname,Autor, Datum usw.;� IndependentVariables[ : : : ℄ de�niert Zeit-, Orts- und Eigenshaftsvaria-blen;� StrutureParameters[ : : : ℄ de�niert strukturelle Modellparameter wie Kom-ponenten- und St�utzstellenzahl;� SystemParameters[ : : : ℄ de�niert Modellparameter wie Masse, Di�usionsko-eÆzient usw.;� InputVariables[ : : : ℄ benennt die Eingangsgr�o�en;� OutputEquations[ : : : ℄ de�niert die Ausgangsgr�o�en;� StateVariables[ : : : ℄ de�niert die Zustandsgr�o�en;� AuxiliaryVariables[ : : : ℄ de�niert Hilfsvariablen (Abk�urzungen);� SystemEquations[ : : : ℄ de�niert die Modellgleihungen;� ProessValues[ : : : ℄ de�niert Ausgabegr�o�en f�ur O�ine-Gra�k.Die Gitterde�nitionen und MOL-Parameter werden durh zwei weitere Ausdr�ukefestgelegt:� Domains[ : : : ℄ zur De�nition der Ortsgitter;� Disretizations[ : : : ℄ zur De�nition der MOL-Diskretisierungsparameter.F�ur die genaue Formulierung eines Modells und der einzelnen Ausdr�uke sei auf [11℄oder auf die MDS-Datei im Anhang verwiesen.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 39Gitterde�nition und MOL-ParameterDa im Folgenden auf die De�nition von Gittern und MOL-Parametern und ihre Er-weiterung eingegangen wird, werden die beiden De�nitionsfunktionen Domains undDisretizations n�aher vorgestellt.Eine Gitterde�nition in der MDS zeigt das folgende Beispiel:Domains[Grid[ Grid[z℄,Computation -> Funtion[{k},(k-1)*L/(kmax-1)℄,Granularity -> "kmax",GridPratie -> "GridPoints" ℄ ℄;Der Ausdruk Domains besitzt hier als einziges Argument wiederum einen Ausdruk,n�amlih Grid. Die Argumente von Grid de�nieren das Gitter mittels eines NamensGrid[z℄, worin auh die unabh�angige Ortsvariable z genannt wird, und drei Regeln.Diese Regeln geben (in beliebiger Reihenfolge) die Berehnungsvorshrift f�ur die La-ge der Gitterpunkte (Regel Computation), die Anzahl der verwendeten Gitterpunkte(Granularity) sowie das Gitterverfahren (GridPratie) f�ur die m�oglihe Benut-zung der FV an.Die De�nition der MOL-Diskretisierungs-Parameter erfolgt beispielsweise mitDisretizations[FDMethod[ FDUpwind,PolynomPoints -> {1,2,3},Eentriity -> {0,1,0},OrderRedution -> {0,0,1}℄,FVMethod[ FVUpwind,Profile -> {"upwind","pieewise-linear"}℄ ℄;Innerhalb der Ausdruks Disretizations de�nieren die Argumente FDMethod bzw.FVMethod die Diskretisierungsparameter f�ur Finite Di�erenzen bzw. Finite Volumen.In FDMethod folgen nah einem Namen (hier FDUpwind) drei Regeln. PolynomPointsgibt die Anzahl der einbezogenen St�utzpunkte der �ortlihen Ableitungen mit Ordnun-gen 0, 1, 2 f�ur die Lagrange-Polynome an. Eentriity legt die Vershiebung desmittleren St�utzpunktes gegen�uber dem Approximationszentrum fest. OrderRedu-tion shlie�lih de�niert die vorzunehmenden Ordnungsreduktionen an den R�anderndes Ortsbereihes. In FVMethod folgt nah dem Namen (hier FVUpwind) nur die Re-gel Profile zur De�nition der zu verwendenden Pro�lannahmen f�ur die �ortlihenAbleitungen der Ordnungen 0 und 1.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 40Vorgaben zur Erweiterung der MDSDie Erg�anzung der Mathematia-Daten-Struktur sollte unter folgenden Gesihts-punkten geshehen:� Der Benutzer soll das Moving-Grid-Verfahren einfah anwenden k�onnen, d.h. imIdealfall ohne tiefgehende Kenntnisse �uber das Verfahren und seine Parameter.� Es sollen nur wenige Erg�anzungen, aber keine Umstrukturierungen an der MDSvorgenommen werden.5.1.1 Erweiterung der Mathematia-Daten-StrukturDie Mathematia-Daten-Struktur musste zur Ankopplung des Moving-Grid-Ver-fahrens nur an einer Stelle ge�andert werden. Die Wahl eines bewegten Gitters erfolgtim Argument Grid der Domain-De�nition als eigene Regel. Damit ist es jetzt m�oglih,jedes Ortsgitter einzeln auf ein bewegtes Gitter umzustellen, und gegebenenfalls dieVerfahrensparameter zu de�nieren.Will man eine Umstellung auf ein bewegtes Gitter vornehmen, ist es nur notwendig,eine neue Regel der FormMovingGrid -> { SpaeSmoothing -> Real-Zahl,TimeSmoothing -> Real-Zahl,Monitor -> Real-Zahl,MonitorStates -> Liste,CentralDiff -> True j False}an die bestehenden Regeln innerhalb der Funktion Grid anzuf�ugen. Dabei k�onnen dieRegeln SpaeSmoothing, TimeSmoothing usw. in beliebiger Reihenfolge auftreten,oder es k�onnen beliebige oder alle Regeln weggelassen werden. Im Einzelnen werdenfolgende Funktionen unterst�utzt:� SpaeSmoothing de�niert den Parameter � der �ortlihen Gittergl�attung.� TimeSmoothing de�niert den Parameter � der zeitlihen Gittergl�attung.� Mit Monitor kann die Monitorfunktion �uber eine zugeordnete Nummer aus-gew�ahlt werden. Bisher kann auf die Implementierung des Bogenl�angenmonitorsentsprehend Gleihung (4.13) zur�ukgegri�en werden. Dem Bogenl�angenmoni-tor entspriht die Nummer 1.� Die Liste in der Regel MonitorStates gibt die vom Monitor zu �uberwahendenverteilten Zust�ande an.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 41� Die Regel CentralDiff erlaubt eine Diskretisierung des Transformationstermsals Zentraldi�erenz nah Gleihung (3.6), da dies f�ur niht �aquidistante Gittermittels der Lagrange-Polynome niht m�oglih ist.Hierzu eine Warnung: Da in der aktuellen Version von SyPProT keine Diskre-tisierung von einzelnen Termen, sondern nur von kompletten Gleihungen vor-gesehen ist, kann ohne eine tiefgreifende �Anderung am Vorverarbeitungswerk-zeug keine gesonderte Diskretisierung des Transformationsterms vorgenommenwerden. Deshalb wurde dies durh die Regel CentralDiff f�ur diesen Termprovisorish erm�ogliht. Allerdings wird die automatishe Indizierung der dis-kretisierten PDgln. umgangen, so dass mehrdimensionale PDgln. in ZukunftProbleme verursahen k�onnen. Au�erdem wird die Zentraldi�erenz eingesetzt,ohne auf Probleme mit Indexlaufbereihen zu ahten. Bei unsahgem�a�er An-wendung kann also eine �Ubershreitung der maximalen Indizes auftreten. DieseNahteile ergeben sih, da die Transformation auf das bewegte Gitter vor denDiskretisierungen statt�ndet. Grunds�atzlih soll diese Regel nur angewandt wer-den, wenn zweite Ortsableitungen in der betre�enden PDgl. vorkommen undder Anwender sih �uber die Struktur der diskretisierten Gleihungen im Klarenist.Einzelne Regeln k�onnen weggelassen werden, wenn keine Abweihung von den Stan-dardeinstellungen beabsihtigt ist. Im einfahsten Fall bleibt die Liste auf der rehtenSeite leer:MovingGrid -> {} .Damit werden folgende Standardeinstellungen der Verfahrensparameter vorgenom-men:� Parameter der Gittergl�attung � = 2;� Parameter der Zeitgl�attung � = 0;� Wahl des Bogenl�angenmonitors (Nr. 1);� �Uberwahung aller verteilten Zustandsgr�o�en aus einem zusammengeh�orendenGleihungsabshnitt;� Automatishe Diskretisierung des Transformationsterms anhand einer benut-zerde�nierten FD oder FV. Keine Anwendung der Zentraldi�erenz nah Glei-hung (3.6).Zus�atzlih muss vom Benutzer eine Anfangsverteilung der Gitterpunkte vorgegebenwerden. Dies geshieht mit einer Berehnungsvorshrift �uber die shon vorhandeneRegel Computation der Funktion Grid. Die Verteilung der St�utzstellen ist prinzipiellbeliebig. Es muss nur darauf geahtet werden, dass f�ur den Index 1 der z-Wert des



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 42Domains[Grid[ Gitter1[z℄,Computation -> Funtion[{k},(k-1)*L/(kmax-1)℄,Granularity -> "kmax",MovingGrid -> {}℄,Grid[ Gitter2[z℄,Computation -> Funtion[{k},(k-1)*L/(kmax-1)℄,Granularity -> "kmax",MovingGrid -> { SpaeSmoothing -> 3 }℄,Grid[ Gitter3[z℄,Computation -> Funtion[{k},(k-1)*L/(kmax-1)℄,Granularity -> "kmax",MovingGrid -> { SpaeSmoothing -> 0.5,TimeSmoothing -> 0.001,Monitor -> 1,MonitorStates -> {x[z,t℄,y[z,t℄},CentralDiff -> True }℄℄; Abb. 5.1: Beispiele f�ur Moving-Grid-De�nitionenlinken Randes und f�ur den Index aus der Granularity-Regel der z-Wert des rehtenRandes erzeugt wird.Um die Normierung anzuwenden, muss der Benutzer eine De�nition der typishenoder maximalen Wertebereihe Xj f�ur Zustandsgr�o�en vornehmen. Dies geshieht�uber die Regeln MaxValue -> MaxWert und MinValue -> MinWert bei der De�-nition der Zustandsvariablen im Ausdruk StateVariables. Der Normierungsfaktorberehnet sih daraus mit Xj =MaxWert�MinWert. Eine Normierung der L�angedes Ortsbereihs erfolgt automatish.Einige Beispielde�nitionen sind in Abbildung 5.1 gezeigt. Die erste De�nition erzeugtein bewegtes Gitter mit Namen Gitter1[z℄ und den Standard-Verfahrensparame-tern. Das zweite Beispiel erzeugt ein bewegtes Gitter mit Namen Gitter2[z℄ undden Standardeinstellungen, aber � = 3. Die letzte De�nition erzeugt ein bewegtesGitter mit Namen Gitter3[z℄, � = 0:5, � = 0:001, Bogenl�angenmonitor und Zent-raldi�erenz f�ur den Transformationsterm. Zur Berehnung der Monitorwerte werdendabei nur die beiden Zust�ande x(z; t) und y(z; t) herangezogen, obwohl gegebenen-falls noh mehr Zust�ande des verkoppelten Modells �uberwaht werden k�onnten. Inallen drei Beispielen wird ein �aquidistantes Anfangsgitter erzeugt. Der Wert des lin-ken Randes ist dabei 0 (Index k = 1), der Wert des rehten Randes ist L (Indexk = kmax).
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Gitterdefinition und Auswahl der Diskretisierungsmethode
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Abb. 5.2: Ablaufdiagramm f�ur die Vorverarbeitung einer PDgl. mit SyPProT.5.2 Erweiterung der ImplementierungUm die Ansatzpunkte der Erweiterung des Programm-Codes ersehen zu k�onnen, wirdhier kurz auf die vorhandene Struktur der Diskretisierungs-Module des Vorverarbei-tungswerkzeugs SyPProT eingegangen. Ein Ablaufdiagramm f�ur die Diskretisierungeiner PDgl. mit Darstellung der einzelnen Module zeigt Abbildung 5.2.Zun�ahst sammelt das �ubergeordnete Diskretisierungs-Modul MDDis.m die zur kor-rekten Verarbeitung ben�otigten Informationen aus der MDS-Eingabedatei. Das Mo-ving-Grid-Modul wird vorerst niht betrahtet. Auf die PDgl. wird dann die gew�ahlteDiskretisierungsmethode angewandt. Das FD-Modul FDMethod.m berehnet mittelsLagrange-Polynomen die Approximationen f�ur die Zustandsvariablen und deren Orts-ableitungen, wohingegen das FV-Modul FVMethod.m die PDgl. �uber jedes Kontroll-volumen integriert und die unbekannten Werte an den R�andern der Kontrollvoluminaentsprehend der getro�enen Pro�lannahmen approximiert.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 44F�ur das neue Modul sind zwei Varianten denkbar:� Als erste M�oglihkeit kommt eine Anwendung des Moduls nah den Diskreti-sierungsmethoden FDMethod.m und FVMethod.m in Frage. Das Modul m�usstedann die shon diskretisierten PDgln. transformieren, was eine Anpassung derDiskretisierung des Transformationsterms f�ur bewegtes Gitter an die Diskreti-sierung der PDgl. erfordert. Die implementierten FD und FV k�onnten also nihtausgenutzt werden oder m�ussten ein zweites Mal aufgerufen werden.� Tritt das neue Modul f�ur die Bearbeitung bewegter Gitterpunkte vor den Dis-kretisierungsmethoden in Aktion, wie in Abbildung 5.2 dargestellt, kann dieautomatishe Diskretisierung der Transformationsterme und Monitorfunktio-nen gemeinsam mit den urspr�unglihen Modellgleihungen in einem Aufruferfolgen. Ein weiterer Vorteil ergibt sih bei zuk�unftigen Erweiterungen vonSyPProT um neue Diskretisierungs-Methoden: diese Methoden k�onnen shonbei ihrer Implementierung auf die Anforderungen des Moving-Grid-Verfahrensausgerihtet werden.Deshalb wurde auf eine Anordnung des neuen Moduls MovGrid.m wie in Abbildung5.2 entshieden.Das Modul MovGrid.m muss die Transformation der Zeitableitungen in PDgln. vor-nehmen und zus�atzlihe Gleihungen mit Gittergl�attung f�ur das bewegte Gitter hin-zuf�ugen. Dar�uber hinaus ist es erforderlih, am Ablauf der vorhandenen Diskretisie-rungsmethoden einige Modi�kationen vorzunehmen.In den weiteren Unterkapiteln soll in aller K�urze auf die Grundz�uge der Implemen-tierung und auf einige Details eingegangen werden. Dies kann bei zuk�unftigen Erwei-terungen von Nutzen sein.5.2.1 Das Modul MovGrid.mDas neue Modul MovGrid.m der Vorverarbeitung f�uhrt alle Aktionen des hier behan-delten Moving-Grid-Verfahrens aus, welhe unabh�angig von den Diskretisierungsme-thoden vorgenommen werden k�onnen. Im Hauptprogramm der MOL-Diskretisierung,MDDis.m, werden diese Aktionen mit dem Aufruf MovingGridProedure[℄ gestar-tet, bevor alle sonstigen Vorverarbeitungsshritte get�atigt werden. Ein Struktogrammder wihtigsten Funktionalit�aten der MovingGridProedure zeigt Abbildung 5.3.Die Prozedur MovingGridProedure erzeugt zuerst eine Anzahl von Hilfslisten, umoft ben�otigte Informationen auf einfahe Weise abfragen zu k�onnen. Es sei vor allemauf die Liste MGGridParamters hingewiesen, welhe die Parameter der vershiedenenverwendeten Gitter enth�alt. Diese sind in Unterlisten in einer bestimmten Reihenfolgeangeordnet, um einen einfahen und shnellen Zugri� zu gew�ahrleisten:{ Name, Computation, Granularity, GridPratie, SpaeSmoothing,TimeSmoothing, Monitor, MonitorStates, CentralDi� } .



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 45
Setzen der Moving-Grid-Parameter mittels Default-Wertenbzw. �Uberpr�ufung der Benutzer-VorgabenExtratGridParametersGenerierung neuer Zustandsvariablen f�ur GitterpunkteEinf�ugen des Diskretisierungs-Shemas f�ur die MonitorfunktionGenerierung der MDS-De�nitionen f�ur �, � und �Transformation der PDgln. und Aufstellen der GittergleihungenTransformMovingDistributed

Generierung von Hilfslisten und Parameter-BezeihnernMovingGridProedure

Abb. 5.3: Struktogramm der Hauptfunktion MovingGridProedureBei der Erzeugung dieser Unterlisten werden gegebenenfalls die Default-Werte desMoving-Grid-Verfahrens eingesetzt und eventuell auftretende Fehleingaben abgefan-gen. Diese Default-Werte sind als interne Variablen mit Namen MGDefaultKappa,MGDefaultTau, MGDefaultMonitor, MGDefaultMonitorStates und MGDefaultCen-tralDiff de�niert.Im Untershied zu nihtbewegten Gittern m�ussen hier nat�urlih zus�atzlihe Zustands-variablen f�ur die zeitlih ver�anderlihen Orte der Gitterpunkte eingef�uhrt werden.Diese werden in bereits diskretisierter Form der StateVariablesList zugef�ugt, daeine Anwendung vershiedener Diskretisierungsmethoden f�ur Zustandsgr�o�en nihtsinnvoll ist.Da die Berehnungsvorshrift der Monitorfunktion sp�ater in niht-diskretisierter Formin das Modell geshrieben wird, muss hierf�ur eine bestimmte Diskretisierung verwen-det werden, welhe die rihtigen Indizes erzeugt. Deshalb wird an die Liste der Diskre-tisierungsshemata ein weiteres Shema zur Verarbeitung des Monitors angeh�angt:FDMethod[ MGMonitorSheme,PolynomPoints -> {1,2,3},Eentriity -> {0,0,0},OrderRedution-> {0,0,1}℄;



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 46Diese Diskretisierung mit Finiten Di�erenzen erzeugt aus einer kontinuierlihen Mo-nitor-Funktion genau die diskretisierten Monitor-Funktionen (4.13). Diese Form istsowohl f�ur PDgln. geeignet, welhe mit der FD diskretisiert werden, als auh f�ursolhe, die mit der FV vorverarbeitet werden.Danah werden die MDS-De�nitionen der Verfahrensparameter der SystemPara-metersList zugeshlagen. Sie lauten zum Beispiel ppMGkappa1 f�ur �, ppMGmu1 f�ur� := �(�+1) und ppMGtau1 f�ur � . Die Namen setzen sih zusammen aus pp f�ur "Pre-Proessing\, MG f�ur "Moving Grid\, einem Bezeihner wie kappa und einer Zahl zurUntersheidung der vershiedenen Parameter zugeh�orig zu vershiedenen bewegtenGittern.Shlie�lih werden diejenigen Modellgleihungen, welhe auf bewegten Ortsgitternde�niert sind, mittels der Prozedur TransformMovingDistributed einer gegebenen-falls erforderlihen Transformation unterzogen. Au�erdem werden die Gleihungenzur St�utzstellensteuerung erzeugt.Transformation und Erzeugung der GittergleihungenDie Gleihungs-Transformation auf das bewegte Gitter und die Generierung der Git-tergleihungen und Monitorfunktionen wird in der Prozedur TransformMovingDist-ributed vorgenommen. Abbildung 5.4 zeigt die wihtigsten Shritte dieser Prozedur.Wenn ein Gleihungsabshnitt mit verteilten Gleihungen vorliegt, werden im Ein-zelnen die folgenden Aktionen ausgef�uhrt (Zahlen in Klammern beziehen sih aufAbbildung 5.4):(1) �Uber den aktuellen Gleihungsabshnitt werden Informationen wie Gleihun-gen, Gitterparameter und Ortsvariable besha�t.(2) Um partielle Ableitungen von Zustandsgr�o�en entsprehend Gleihung (4.6)transformieren zu k�onnen, werden auf beliebige Zustandsgr�o�en zugeshnitteneRegeln gebildet.(3) Diese Regeln wirken sih wie folgt aus. Auf dem Gitter mit Namen Grid[z℄wird beispielsweise der Di�erentialoperatorD[ x[z,t℄,t ℄ ersetzt durh (5.1)D[ x[z,t℄,t ℄ - D[ x[z,t℄,z ℄ * D[ zGrid[z,t℄,t ℄ ; (5.2)woraus die sp�ater angewandte Diskretisierung die korrekten Gleihungen ge-winnt. Dies ist mathematish gesehen niht ganz rihtig, da erstens die Orts-variable zGrid niht von z und t, sondern nur von t abh�angt, und zweitens imAusdruk (5.2) nur partielle Ableitungen und niht wie hergeleitet partielle undtotale Ableitungen vorkommen. Durh die Angabe der Abh�angigkeit von z wird
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Ja

Aufstellen der Gittergleihungen des linken und rehten RandesBerehnung des linken und rehten Randes des Ortsbereihs
Aufstellen der Gittergleihungen (Funktion BuildGridEquations)
Einf�ugen der generierten Gleihungen ins Gleihungssystem

Generierung und Einf�ugen der De�nition f�ur die Punktdihte

TransformMovingDistributed

Ja Zu �uberwahende Zust�ande vom Benutzersinnvoll vorgegeben ?
Generierung der Monitor-Berehnungsvorshrift mit Normierung�Ubernahme dieser Zust�ande verteilten Zust�andenSuhe nah zu �uberwahenden(Funktion BuildMonitorStates)und Einf�ugen ins Gleihungssystem

linke Seiten � 0
Besha�ung von ben�otigten Parametern und BezeihnernAufstellen der rehten Seiten der GittergleihungenJa linke Seiten siehe Abshnitt 4.4

Liegen verteilte Gleihungen, d.h. PDgln., vor ? Nein

Nein

Nein

Parameter � = 0 ?

(2)(3)(4)
(4.1) (4.2)(4.3)(5)(6)(7)(8.1)(8.2)(8.3) (8.4)(9)

(1)

(8)

Bildung der Monitor-Funktion (Funktion BuildMonitorDefinition)Transformation der PDgln.Generierung der TransformationsregelnBesha�ung von Informationen und Parametern des aktuellen Ortsbereihs

Abb. 5.4: Struktogramm zur Gleihungs-Transformation, Monitor- und Gittergleihungs-Generierung mit Hilfe der Funktionen TransformMovingDistributed,BuildMonitorDefinition und BuildGridEquations.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 48jedoh die Generierung eines Vektors diskreter Ortsst�utzstellen veranlasst, sowie jede kontinuierlih verteilte Zustandsgr�o�e x(z; t) in einen Vektor xk(t) andiskreten Ortsst�utzstellen transformiert wird. Im Falle der Zentraldi�erenz mitCentraldiff->True wird der obige Term (5.1) ersetzt durhD[ x[z,t℄,t ℄ - (x[ppI+1℄[t℄-x[ppI-1℄[t℄) (5.3)/(zGrid[ppI+1℄[t℄-zGrid[ppI-1℄[t℄)*D[ zGrid[z,t℄,t ℄ :(4) Mittels der Funktion BuildMonitorDefinition wird die Berehnungsvorshriftder zum jeweiligen Gitter geh�orenden Monitorfunktion gebildet und den Hilfs-variablen sowie der entsprehenden Liste von Modellgleihungen unter der Be-zeihnung ppMGmon1[z,t℄ usw. angef�ugt. Falls der Benutzer �uber die RegelMonitorStates eine Liste von zu �uberwahenden Zust�anden angegeben hat,wird untersuht, ob diese sinnvoll de�niert sind. Sinnvoll bedeutet, dass dieseZust�ande im aktuellen Abshnitt mit verteilten Gleihungen �uberhaupt auftre-ten und auh wirklih verteilte Zust�ande repr�asentieren. Bei Fehleingaben wirdeine Fehlermeldung ausgegeben und zu (4.2) verzweigt.(4.1) Sind die vom Benutzer vorgegebenen, zu �uberwahenden Zust�ande sinnvoll de-�niert, werden diese �ubernommen.(4.2) Sind die vom Benutzer vorgegebenen, zu �uberwahenden Zust�ande niht sinn-voll de�niert oder wurde keine Vorgabe gemaht, wird nah allen verteiltenZustandsgr�o�en im aktuellen Gleihungsabshnitt gesuht (Funktion BuildMo-nitorStates). Diese werden damit verwendet.(4.3) Anhand der zur Verf�ugung stehenden Zust�ande aus (4.1) bzw. (4.2) wird die Be-rehnungsvorshrift f�ur die Monitor-Funktion gebildet. Die tats�ahlihen Rea-lisierungen der Berehnungsvorshriften einshlie�lih der Normierung sind inFunktionen mit Namen BuildMonitor programmiert. Als Argumente werdenzuerst eine Zahl als Kennzeihnung des gew�unshten Monitors und ausserdemeine Liste der zu �uberwahenden Zust�ande �ubergeben. Das Ergebnis ist die nihtdiskretisierte Berehnungsvorshrift. F�ur k�unftige Erweiterungen muss einfaheine neue BuildMonitor-Funktion in fortlaufender Nummerierung erstellt wer-den, welhe in �ahnliher Weise wie die vorhandenen Funktionen eine Bereh-nungsvorshrift generiert. Um Benutzerfehler abzufangen, wurde zus�atzlih eineinterne Variable mit Namen MGNumberOfMon erstellt, welhe die h�ohste Num-mer der verf�ugbaren Monitorrealisierungen enth�alt. Bei MGNumberOfMon = 3d�urfen vom Benutzer also die Monitorrealisierungen 1 bis 3 verwendet werden.Eine Fehleingabe bewirkt automatish die Ausgabe einer Fehlermeldung so-wie die Verwendung des Defaultmonitors. MGNumberOfMon hat in der aktuellenVersion den Wert 1.(5) Aus der Computation-Regel der Gitterde�nition werden zur Erzeugung der Git-tergleihungen f�ur die Randpunkte die zugeordneten Werte der Ortskoordinate



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 49berehnet, also zum Beispiel z1 = 0 und zP = L. Das Verfahren ist so aus-gelegt, dass der linke bzw. rehte Rand des Ortsbereihs als erster bzw. P -terGitterpunkt festliegt.(6) Mit dem Ergebnis aus (5) k�onnen die beiden Gleihungen f�ur die Randpunktegeneriert und in einen Gleihungsabshnitt geshrieben werden.(7) Die Punktdihten n+k (t) werden mit den Bezeihnern ppMGn1[ppI℄[t℄ usw. ver-sehen und die Beziehungen entsprehend Gleihung (4.10) in denselben Glei-hungsabshnitt wie unter Shritt (6) geshrieben.(8) Mit der Funktion BuildGridEquations werden die eigentlihen Gleihungenf�ur die Gittersteuerung erzeugt.(8.1) Zun�ahst werden ben�otigte Informationen wie die Parameter � und � und dieBezeihnungen der aktuellen Punktdihten, der Monitorfunktionen und Gitter-Zustandsgr�o�en besha�t.(8.2) Dann werden die rehten Seiten der Gittergleihungen entsprehend (4.18) bis(4.20) generiert. Sie sind sowohl f�ur � = 0 als auh f�ur � > 0 identish.(8.3) Gilt � = 0, sind die linken Gleihungsseiten identish Null.(8.4) Gilt � > 0, werden die linken Seiten entsprehend (4.23) bis (4.25) gebildet.(9) Nah Einf�ugen der Gittergleihungen in den Gleihungsabshnitt aus Shritt(6) wird die Prozedur TransformMovingDistributed abgeshlossen.5.2.2 Anpassung des Finite-Di�erenzen-VerfahrensEine Kombination des Finite-Di�erenzen-Moduls FDMethod.m ist nah einigen weni-gen �Anderungen problemlos m�oglih.Die PDgln. m�ussen dazu nah der Transformation weiterhin in niht diskretisierter(kontinuierliher) Form vorliegen, wie dies durh (5.2) realisiert wird. Das Finite-Di�erenzen-Verfahren kann dann wie gewohnt abgearbeitet werden, da es rein ma-thematish arbeitet und unemp�ndlih gegen physikalish niht sinnvolle Modell-Formulierungen ist.�Anderungen betre�en die neue Zeitabh�angigkeit der Abst�ande von Gitterpunkten.Diese sind jetzt niht mehr konstant �uber die ganze Simulationszeit, sondern �andernsih laufend aufgrund der Vershiebung der St�utzstellen nah der Beziehung�zk(t) = zk+1(t)� zk(t) :Deshalb werden sie als Hilfsvariablen eingef�uhrt und bei jedem Zeitshritt neu bereh-net. Dabei musste ebenfalls die Behandlung von Hilfsvariablen auf niht �aquidistantenGittern vereinheitliht werden, um die Wartbarkeit des Programmodes zu erh�ohenund den Code zu verk�urzen.



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 505.2.3 Anpassung des Finite-Volumen-VerfahrensDie Anpassung des Finite-Volumen-Moduls FVMethod.m konnte niht so einfah er-folgen, da sih einige prinzipielle H�urden ergaben.Da das implementierte Moving-Grid-Verfahren mit zwei unbeweglihen St�utzstellenauf dem linken bzw. rehten Rand arbeitet, konnte eine unmittelbare �Ubertragungauf das Gitterverfahren "Volume Bounds\, welhes ohne St�utzstellen auf den R�andernauskommt, niht vorgenommen werden. Erste Ans�atze hatten zur Grundlage, dassdie Berehnung mittels bewegter Volumengrenzen durhgef�uhrt wird und die Gitter-punkte mittig dazwishen platziert werden. Das Moving-Grid-Verfahren ist aber inder vorgestellten Form auf feste Gitterpunkte am Rand angewiesen, um keine unkon-trollierbar bewegten R�ander zu erzeugen. Da im Gitterverfahren "Volume Bounds\aber keine Gitterpunkte am Rand vorliegen, m�ussten deren Werte auf den �au�erstenVolumengrenzen extrapoliert werden (siehe Abbildung 3.3). Diese Vorgehensweisewurde vorerst niht umgesetzt und wird in dieser Arbeit niht weiter betrahtet.Eine Kombination mit dem Gitterverfahren "Grid Points\ ist grunds�atzlih m�oglih,allerdings musste hier in der Behandlung der Randbedingungen eine gesonderte Be-trahtung des Transformationsterms aus Gleihung (4.7) vorgenommen werden. Istbeispielsweise das skalare Reaktions-Konvektions-Di�usions-System aus Kapitel 3.2gegeben, lautet die integrierte PDgl. vor Einsetzen der Randbedingungen im Fall mitbewegtem Gitter anstatt (3.17) jetzt(z+1 � z1)dx1dt � �x+1 � x1� dzkdt = �v �x+1 � x1�+D �x�z ����z+1 � �x�z ����z1!+ s(x1) :Die FV versuht nun, alle auftretenden Terme x1 und �x=�zjz1 (aber niht dx1=dt)aus dieser Gleihung mittels der Randbedingung0 = �v(xzu � x1)�D �x�z ����z1zu eliminieren. Aufgrund des neu hinzugetretenen Transformationsterms (x+1 � x1) �dzk=dt in der PDgl. wird der Eliminationsalgorithmus von Mathematia in diesemBeispiel wie in den meisten anderen F�allen keine korrekte Einbindung der Randbe-dingung liefern. Deshalb wird im Falle des Auftretens dieses Transformationstermseine interne Substitution durhgef�uhrt, welhe diesen Term von der Elimination aus-shlie�t. Je nah Art der Pro�lannahmen wird dieser Term dann herausfallen oderentsprehend weiterverarbeitet. Nah Einsetzen der Pro�lannahmen ergibt sih imbetrahteten Beispiel die Rand-Dgl. (3.18)12(z2 � z1)dx1dt = �v (x1 � xzu) +Dx2 � x1Æz1 + s(x1) :Weitere Anpassungen waren auh hier wie bei der FD im Hinblik auf die neueZeitabh�angigkeit der Abst�ande von Gitterpunkten und Volumengrenzen notwendig,



KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG 51genauso wurde die Behandlung der Hilfsvariablen auf niht �aquidistanten Gitternvereinheitliht. Die Beziehungen f�ur Abst�ande von GitterpunktenÆzk(t) = zk+1(t)� zk(t) k = 1(1)P � 1und Abst�ande von Kontrollvolumengrenzen�zk(t) = 0:5(zk+1(t)� zk�1(t)) k = 2(1)P � 1�z1(t) = 0:5(z2(t)� z1) ; �zP (t) = 0:5(zP � zP�1(t))mussten wie bei der FD als zeitabh�angige Hilfsgr�o�en eingef�uhrt werden.5.2.4 Weitere �AnderungenIm Zuge der Vereinheitlihung der Behandlung der Hilfsvariablen wurde im ModulMDDis.m eine neue Hilfsliste mit Namen GeneratedAuxElementList gesha�en, wel-he w�ahrend der gesamten Vorverarbeitung die De�nitionen neu erzeugter Hilfsvaria-blen sammelt, um sie nah erfolgter Diskretisierung in einen eigenen Gleihungsab-shnitt zu shreiben. Dazu wurden im Modul DisUtils.m drei neue Funktionengeshrieben, n�amlih ProbablyAppendToAuxVarsList2, AddGeneratedAuxiliary-Elements und TreatAuxiliaryVariables. Au�erdem wurde die neue globale ListeTimeDependentListNew erzeugt.Desweiteren wird an einigen Stellen abgefragt, ob ein bewegtes Gitter vorliegt unddemzufolge bestimmte Operationen get�atigt oder unterlassen werden m�ussen, so bei-spielsweise bei der Generierung der Gitter-Hilfsvariablen (Funktion BuildAuxVariab-les) sowie beim Test auf �aquidistantes Gitter (Funktion Destination) und bei derGenerierung der Prozessgr�o�en (Funktion TransformAndCompleteComponents).



Kapitel 6SimulationsstudienIn den folgenden Abshnitten werden einige �ortlih verteilte Modelle mit Hilfe des inSyPProT neu implementierten Moving-Grid-Verfahrens diskretisiert und anshlie-�end mit Diva simuliert. Dadurh sollen Kenntnisse �uber die Einsatzgrenzen derImplementierung und �uber Einstellregeln f�ur die Parameter �, � und P gesammeltwerden. Au�erdem werden die Ergebnisse jeweils mit Simulationsversuhen mittelsder shon vorhandenen Verfahren bez�uglih Genauigkeit und EÆzienz verglihen.Die Simulationen der diskretisierten DA-Modelle wurden auf einer SUN-Ultra60-Workstation mit der Simulationsumgebung Diva vorgenommen. Das Integrations-verfahren DASSL wurde mit einer absoluten und relativen Genauigkeit von 10�6,der Gleihungsl�oser NLEQ1S mit einer Genauigkeit von 10�5 betrieben (Standard-einstellungen). Soweit niht anders angegeben, wurde ein �aquidistantes Anfangsgitterverwendet, der Moving-Grid-Parameter der zeitlihen Gittergl�attung � = 0 gew�ahltund der Monitor zur �Uberwahung aller Zust�ande eingesetzt.Einige Bemerkungen zu den Gra�ken, Tabellen und Bezeihnungen:� Die Gra�ken der L�osungsverl�aufe mit bewegtem Gitter enthalten immer einOrtspro�l mit Kreisen. Diese geben die Lage der St�utzstellen zum jeweiligenZeitpunkt an, um einen Eindruk von der Anpassung des Gitters zu vermitteln.� Sind Einheiten niht explizit angegeben, handelt es sih um normierte Gr�o�en.� Unter der Simulationszeit ist im Folgenden immer der De�nitionsbereih derZeitvariablen t im Modell gemeint, unter (CPU-)Rehenzeit wird die Dauer derProzessorbenutzung bei der tats�ahlihen Berehnung verstanden. Damit dieseRehenzeiten f�ur ein Modell vergleihbar sind, wurde mit identishen Simu-lationsexperimenten, Ausgabezeiten und Prozessoren f�ur festes bzw. bewegtesGitter gearbeitet.
52



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 536.1 TransportmodellEin anspruhsvolles Problem f�ur die numerishe Integration stellen reine Transport-modelle, also lineare hyperbolishe PDgln. erster Ordnung, dar.Gegeben sei ein normiertes Konvektionsmodell f�ur die Konzentration (z; t) einesSto�es mit den Gleihungen��t = �v ��z t > 0 ; 0 < z < L (6.1)(z; 0) = 0 0 < z < L ; (0; t) = h(t) t � 0 (6.2)und mit der konstanten Transportgeshwindigkeit v = 1.F�ur dieses Modell l�asst sih nah Laplae-Transformation auf die FormdCdz + svC(z; s) = 0 ; C(0; s) = 1smit Laplae-Variable s die L�osung im Laplae-BereihC(z; s) = 1se� sv zbeziehungsweise die L�osung im Zeitbereih nah R�uktransformation leiht angeben:(z; t) = h(t� zv ) : (6.3)Die analytishe L�osung besteht also aus einer Front mit unendlih gro�er Steigung,die mit der Geshwindigkeit v von links nah rehts durh die Anlage wandert. Abdem Zeitpunkt t = z=v liegt ein konstantes Pro�l (z; t) � 1 vor.Festes GitterDie �ublihe Diskretisierungsmethode f�ur Konvektionsterme ist eine stabile Upwind-Approximation erster Ordnung. Dabei werden zur Berehnung der ersten Ortsablei-tung an einem bestimmten Punkt dieser Punkt selbst und der benahbarte Punktentgegen der Str�omungsrihtung verwendet. Liegt eine Str�omung in Rihtung derpositiven z-Ahse vor, kommt also Gleihung (3.7) zum Einsatz. So werden zwar un-erw�unshte Oszillationen im Ortspro�l vermieden, aber aufgrund der niedrigen Feh-lerordnung f�uhrt dieses Vorgehen zur sogenannten numerishen Dispersion, einemstarken Vershleifen der Front.Dies sieht man deutlih in Abbildung 6.1 links. Hier wurde ein festes �aquidistantesGitter mit P = 200 Punkten und der Upwind-Diskretisierung verwendet. Die CPU-Rehenzeit lag bei 1.1 Sekunden. Man erkennt, dass die Front zwar im Rahmen der



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 54Zeihengenauigkeit f�ur die H�ohe (z; t) = 0:5 an der rihtigen Stelle liegt, durh dienumerishe Dispersion ergeben sih aber stark vershli�ene Fronten und das Resultatist insgesamt unbefriedigend. Als Referenz f�ur die L�osung mit Moving Grid wurdedeshalb eine Simulation mit 2000 Punkten durhgef�uhrt, welhe ein deutlih besseresErgebnis lieferte, allerdings mit einer CPU-Rehenzeit von 6.6 Sekunden. F�ur dasfeste Gitter lag dabei die Integrator-Zeitshrittweite bei �t � 10�4 bis 7 � 10�3.
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Abb. 6.1: Transportmodell, Ortspro�le der Konzentration f�ur �aquidistantes Gitter mit P =200 (links) bzw. P = 2000 (rehts).Bewegtes GitterWird anstatt des festen Gitters die St�utzstellensteuerung zugeshaltet, k�onnen sehrgute L�osungsgenauigkeiten mit vergleihsweise geringem Rehenaufwand erreiht wer-den. In Abbildung 6.2 sieht man das Ergebnis f�ur P = 40 St�utzstellen und einem Git-tergl�attungsparameter von � = 3. F�ur kleinere Werte von � konnten keine Simulatio-nen in Diva durhgef�uhrt werden, was auf Konvergenz-Probleme der Gleihungsl�oserzur�ukzuf�uhren ist. Die Genauigkeit der L�osung ist vergleihbar mit derjenigen derL�osung auf �aquidistantem Gitter mit P = 2000, siehe Abbildung 6.1 rehts. F�urt < 0:5 ist sie sogar deutlih besser, f�ur t > 0:7 leiht shlehter. Da die Rehenzeithier 1.3 Sekunden betrug, im Vergleih zu 6.6 Sekunden beim festen Gitter, ist beietwa gleiher Ergebnisqualit�at die bessere EÆzienz des Verfahrens f�ur dieses Modellersihtlih.Abbildung 6.2 rehts zeigt die zeitlihe Bewegung der St�utzstellen. Man erkennt dieshnelle Vershiebung der Gitterpunkte zum linken Rand des Ortsbereihes, wo dieFront bei t = 0 durh einen Einheitssprung h(t) ausgel�ost wird. Mit fortshreitenderZeit wandert die Mehrzahl der Gitterpunkte zusammen mit der Front nah rehts,um sih dann bei t � 1 wieder zu verteilen.Bei Erh�ohung der St�utzstellenanzahl kann die Qualit�at der numerishen L�osung starkverbessert werden. Es muss aber festgestellt werden, dass die Wahl des Parameters
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Abb. 6.2: Transportmodell, links Ortspro�le der Konzentration f�ur bewegtes Gitter mitP = 40, � = 3, � = 0, rehts zugeh�orige Zeitverl�aufe der Gittertrajektorien.� in diesem Fall niht von der Anzahl P der St�utzstellen unabh�angig ist und hierbei P = 80 Gitterpunkten auf � = 4:9 erh�oht werden musste. Der L�osungsverlauf inAbbildung 6.3 wurde nah einer Rehenzeit von 2.2 Sekunden erreiht, was angesihtsder Verdopplung der St�utzstellenzahl reht kurz ist. Dieses Ergebnis zeigt also die sehrgute Leistungsf�ahigkeit des Verfahrens in Bezug auf Genauigkeit und Rehenzeit beidiesem Modell. Dies wird durh die Integrator-Zeitshrittweite best�atigt, die sih von�t � 10�6 zum Start der Simulation shnell bei �t � 2 � 10�2 einpendelte. Es seibetont, dass der minimale Gitterpunktabstand hier etwa 16 � 10�6 betrug, was einemfesten Gitter mit 6 Millionen �aquidistanten St�utzstellen entspriht. Im Mittel war derGitterpunktabstand an der Front bei etwa 2 � 10�4, was einem �aquidistanten Gittermit 5000 St�utzstellen entspriht.Simulationsexperimente mit Zeitgl�attung � > 0 zeigen, dass der Parameter � damitauf dem Standardwert 2 belassen werden kann, allerdings wird f�ur dieses Modell dannkeine ausreihende Genauigkeit erzielt. Die Gitterpunkte m�ussen sih n�amlih shnellzum linken Rand hin vershieben, was mit � > 0 aber verz�ogert wird. Die Folge isteine sehr starke numerishe Dispersion, die aufgrund der kleinen St�utzstellenanzahlvon P = 40 diejenige aus Abbildung 6.1 weit �ubertri�t. Mit einem selbstgew�ahltenniht �aquidistanten Anfangsgitter kann dieser Fehler wieder ausgeglihen werden. DieAnfangslage der Gitterpunkte sollte dabei eine starke Konzentration am linken Randaufweisen.Die Ergebnisse f�ur dieses einfahe Modell, das numerishe Standard-Verfahren meistvor gro�e Probleme hinsihtlih einer ausreihenden L�osungsgenauigkeit stellt, sindmit bewegtem Gitter au�erordentlih gut und werden in Tabelle 6.1 nohmals zusam-mengestellt.
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Abb. 6.3: Transportmodell, Ortspro�le der Konzentration f�ur bewegtes Gitter mit P = 80,� = 4:9, � = 0.Diskreti- P �aqui- � � CPU Bemerkungensierung distant /se.FD, U 200 � 1.1 starke num. DispersionFD, U 1000 � 2.0 num. DispersionFD, U 2000 � 6.6 geringe num. DispersionFD, U 4000 � 17.3 geringe num. DispersionFD, U 40 3 0 1.3 geringe num. DispersionFD, U 80 4.9 0 2.2 kaum num. DispersionTab. 6.1: �Ubersiht zu Simulationsexperimenten mit dem Transportmodell (6.1) - (6.2).Abk�urzung in der ersten Spalte: U - Upwind.6.2 Dwyer-Sanders-FlammenmodellDas Flammenausbreitungsmodell von Dwyer und Sanders umfasst ein normiertes,zweidimensionales, verkoppeltes Reaktions-Di�usions-Systemmit PDgln. f�ur die Tem-peratur T (z; t) und den Massenanteil g(z; t)�T�t = �2T�z2 + g � 3:52 � 106 � e�4=T�g�t = �2g�z2 � g � 3:52 � 106 � e�4=T 0 < z < 1 ; 0 < t � 0:006 (6.4)mit den Randbedingungen�T�t (0; t) = �g�t (0; t) = �g�t (1; t) = 0 t > 0



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 57� T (1; t) = 0:2 + t=0:0002 ; 0 < t � 0:0002T (1; t) = 1:2 ; t > 0:0002 (6.5)und den AnfangsbedingungenT (z; 0) = 0:2 ; g(z; 0) = 1 0 � z � 1 : (6.6)Die Randbedingung f�ur T am rehten Rand stellt eine W�armequelle dar. Wenn Tseinen maximalen Wert 1:2 erreiht, wird eine steile Front ausgel�ost, welhe mit inetwa konstanter Geshwindigkeit von rehts nah links wandert.Festes GitterAls Referenzl�osung wurde das Modell mit einem festen �aquidistanten Gitter undFiniten Di�erenzen simuliert. Bei der Verwendung von 400 oder mehr St�utzstellenkann keine signi�kante Ver�anderung des L�osungsverlaufs mehr festgestellt werden.Abbildung 6.4 zeigt die Ortspro�le der Temperatur zu vershiedenen Zeitpunkten.Die CPU-Rehenzeit f�ur dieses Experiment betrug 6.1 Sekunden, die Zeitshrittweitendes Integrators lagen in der Gr�o�enordnung von 10�6.
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Abb. 6.4: Flammenmodell, Ortspro�le der Temperatur f�ur �aquidistantes Gitter mitP = 400.Bewegtes Gitter mit Finiten Di�erenzenDas Moving-Grid-Verfahren wird mit P = 40 Gitterpunkten, den Standardeinstel-lungen und FD mit Zentraldi�erenz des Transformationsterms nah Gleihung (3.6)zugeshaltet. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 links dargestellt und weist im Rah-men der Zeihengenauigkeit keine Untershiede zur Referenzl�osung aus Abbildung 6.4



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 58auf. Die CPU-Rehenzeit betrug 1.2 Sekunden, stellt also eine deutlihe EÆzienzstei-gerung bei etwa gleiher Genauigkeit dar. Vor allem die deutlih h�ohere Integrator-Zeitshrittweite von �t � 10�4 kann zur Erkl�arung herangezogen werden. Die zudieser Simulation geh�orenden Trajektorien der Gitterpunkte sind in Abbildung 6.6links dargestellt.
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Abb. 6.5: Flammenmodell, Ortspro�le der Temperatur f�ur bewegtes Gitter mit P = 40,� = 2, � = 0. Links Diskretisierung der ersten Ortsableitung im Transformationstermmit Zentraldi�erenz nah (4.26), rehts mittels Downwind (4.27) (-.-), Upwind (4.28)(- -) und Zentraldi�erenz mit Lagrange-Polynomen (3.13) (|).
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Abb. 6.6: Flammenmodell, Zeitverl�aufe der Gitterpunkte f�ur P = 40, � = 2 und � = 0(links) bzw. � = 0:0003 (rehts).Als Vergleih dazu zeigt Abbildung 6.6 rehts die Gitterbewegung f�ur � = 3 � 10�4und ansonsten unver�anderten Parametern. Die St�utzstellen vershieben sih weni-ger shnell, was einen deutlih gleihm�a�igeren Verlauf der Trajektorien ergibt. DieL�osungsgenauigkeit wurde dadurh niht verringert, die CPU-Rehenzeit erh�ohte sihleiht auf 1.5 Sekunden. Ebensowenig hatte die exakte Wahl von � einen wesentli-hen Einuss auf die L�osung, solange die Gr�o�enordnung 10�4 in etwa eingehalten



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 59wurde. Zu diesem sinnvollen Wert f�ur � kommt man, indem man von der Simula-tionszeit 0:006 ausgeht und diesen Wert um etwa eine oder zwei Zehnerpotenzenverkleinert. Noh kleinere Werte sind etwa �aquivalent zu � = 0, da diese dann unterder Integrator-Zeitshrittweite liegen.Allerdings ist dieses Modell sehr emp�ndlih im Bezug auf die Diskretisierung desTransformationsterms. Abbildung 6.5 rehts zeigt das Ortspro�l der Temperatur zurZeit t = 0:006 mit den Diskretisierungen Upwind, Downwind und Zentraldi�erenz, je-weils aus Lagrange-Polynomen. Im Vergleih zu den Referenzl�osungen ist die Upwind-Front stark zur�ukh�angend, die Front aus der Zentraldi�erenz leiht zur�ukh�angend,und die Downwind-Front stark voreilend. Eine Erkl�arung f�ur dieses Ergebnis l�asst sihaus Abbildung 6.7 ablesen. Hier sind die partiellen Ortsableitungen f�ur drei vershie-dene Diskretisierungen dargestellt. Zum Zeitpunkt t = 0:001 sind sie an der selbenStelle z � 0:85, allerdings weist die Upwind-Diskretisierung den gr�o�ten Wert, dieDownwind-Diskretisierung den kleinsten Wert auf, und die Zentraldi�erenz liegt da-zwishen. Zum Zeitpunkt t = 0:004 sind die Peaks der Ortsableitung shon eindeutig�ortlih trennbar, da die Fronten mit untershiedlihen Diskretisierungen auh ver-shieden shnell gewandert sind. Die Gr�o�enverh�altnisse sind immer noh die selben,d.h. �x�z ����k;Downwind < �x�z ����k;Zentraldiff: < �x�z ����k;Upwind : (6.7)
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Abb. 6.7: Ortsableitungen �T=�z f�ur das Flammenmodell (6.4) - (6.6) bei bewegten Gitterf�ur die Diskretisierungen Downwind (4.27) (-.-), Upwind (4.28) (- -) und Zentraldi�e-renz nah (4.26) (|).Dies hat Auswirkungen auf die f�ur mitbewegte Gitterpunkte transformierten PDgln.



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 60der Form (4.7)dxkdt � �x�z ����zk(t) � dzkdt = ~f  xk; �x�z ����zk(t) ; �2x�z2 ����zk(t) ; t! ; k = 2(1)P � 1 :Bleibt der Diskretisierungsfehler der ersten Ortsableitung im Term �x=�zjzk(t) �dzk=dtgen�ugend klein, wird die Bewegung der Gitterpunkte und der Front korrekt berehnet.Treten hier aber gro�e Fehler auf, werden die Gitterpunkte und damit die Front zushnell oder zu langsam bewegt. Diese erste Ortsableitung kann deshalb als Gewih-tung der Dynamik zwishen dxk=dt und dzk=dt interpretiert werden: ein zu kleinerWert von �x=�zjzk(t) bedingt zu gro�e Werte von dzk=dt und damit eine zu gro�eFrontgeshwindigkeit. Entsprehend haben zu gro�e Werte von �x=�zjzk(t) zu kleineFrontgeshwindigkeiten zur Folge.Weitere Simulationsexperimente mit h�oherer Anzahl der St�utzpunkte oder anderenWerten f�ur � oder � ergaben keine prinzipiellen Ver�anderungen oder Verbesserungender Genauigkeit. F�ur dieses Modell ist also eine Diskretisierung mit Zentraldi�erenzohne Lagrange-Polynome wie in Gleihung (3.6) angebraht, da die Approximationenmit Lagrange-Polynomen unzureihende Ergebnisse liefern. Au�erdem ist die Wahlder Verfahrensparameter � und � niht entsheidend und kann bei den Standardein-stellungen belassen werden.Bewegtes Gitter mit Finiten VolumenWie in [22℄ gezeigt wurde, k�onnen St�utzstellenanzahl abh�angige Frontvershiebungenin FD-diskretisierten Simulationsergebnissen vorkommen. Dies ist bei der FV (nor-malerweise) niht der Fall. Deshalb wurden weitere Simulationsexperimente mit derFV vorgenommen. Da die Dirihlet-Randbedingung der Temperatur-PDgl. am reh-ten Rand den Wert der Temperatur explizit vorgibt, ist sie im Kontext der FV nihtpassend, das hei�t physikalish niht sinnvoll formuliert. Diese Randgleihung mussdeshalb von Hand eingef�ugt werden. Nah dieser Korrektur k�onnen die Simulationenmit den Standardparametern � = 2 und � = 0 erfolgen, als Diskretisierungen wer-den "downwind\ f�ur erste und "pieewise linear\ f�ur zweite Ortsableitungen gew�ahlt.Die Wahl "downwind\ entspriht in diesem Modell einer Upwind-Diskretisierung,da die Str�omungsrihtung entgegen der positiven z-Ahse verl�auft. Die Anzahl derGitterpunkte wird zuerst zu P = 40 gesetzt, wodurh sih das Ergebnis in Abbil-dung 6.8 links ergibt. Die CPU-Rehenzeit betr�agt 1.1 Sekunden, die Integrator-Zeitshrittweite liegt bei �t � 7 �10�5. Man sieht im Vergleih zu Abbildung 6.4, dassdie Fronten einerseits zu weit zur�ukliegen. Au�erdem sind Ans�atze von Oszillatio-nen im Ortspro�l zu erkennen. Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, da bei Anwendungder FD mit der gleihen St�utzpunktanzahl o�ensihtlih keine numerish bedingtenOszillationen auftreten.Diese Instabilit�aten kommen aber niht aus einer falshen Diskretisierungsmethode,sondern beruhen auf einer zu geringen Anzahl von Gitterpunkten. Dies zeigt sih bei



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 61einer Erh�ohung der St�utzstellenzahl auf P = 60 bzw. P = 80. Dadurh vershwindenzum einen die Oszillationen, zum anderen n�ahert sih die Front ihrer korrekten Lagean. Das Resultat f�ur P = 80 in Abbildung 6.8 rehts erh�alt man nah einer Rehen-zeit von 1.7 Sekunden. Es zeigt keine Abweihungen zu den Referenz-L�osungen ausden Abbildungen 6.4 und 6.5. Bemerkenswert sind noh die zwei Tatsahen, dass ei-ne Verdopplung der St�utzstellenanzahl einerseits eine Erh�ohung der Rehenzeit nurum die H�alfte bedingt und andererseits im Gegensatz zum Transportmodell keineErh�ohung der �-Werte erfordert.Insgesamt ist klar ersihtlih, das mit dem Moving-Grid-Verfahren eine genaue unddoh eÆzientere L�osung als auf dem festen Gitter gefunden werden kann. Die wih-tigsten Simulationsergebnisse werden nohmals in Tabelle 6.2 zusammengefasst.
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Abb. 6.8: Flammenmodell, Ortspro�le der Temperatur f�ur bewegtes Gitter mit FV, � = 2,� = 0 und P = 40 (links) bzw. P = 80 (rehts).Diskreti- P �aqui- � � CPU Bemerkungensierung distant /se.FD 200 � 3.6 kaum Naheilen der FrontFD 400 � 6.1FD, U 40 2 0 1.2 starkes Naheilen der FrontFD, D 40 2 0 1.3 starkes Voreilen der FrontFD, ZL 40 2 0 1.4 geringes Naheilen der FrontFD, ZL 80 2 0 2.3 geringes Naheilen der FrontFD, ZL 40 2 10�4 1.5 geringes Naheilen der FrontFD, Z 40 2 0 1.2FD, Z 40 2 3 � 10�4 1.5FV, U 40 2 0 1.1 numerishe OszillationenFV, U 80 2 0 1.7Tab. 6.2: �Ubersiht zu Simulationen mit dem Flammenmodell (6.4) - (6.6). Abk�urzungenbedeuten: Z - Zentraldi�erenz, ZL - Zentraldi�. mit Lagrange-Polynomen, U - Upwind,D- Downwind, jeweils f�ur erste Ortsableitung im Transformationsterm.



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 626.3 Gegenstrom-AdsorberDer Gegenstrom-Adsorber (GSA) [6℄ besteht aus einer mobilen ersten Phase (0) undeiner zweiten Phase (00). Wenn Phase (00) unbewegt ist, liegt ein Festbettprozess vor,str�omt sie der ersten Phase entgegen, handelt es sih um einen Gegenstromprozess.Dem hier untersuhten Modell (Shema siehe Abbildung 6.9) liegen einige vereinfa-hende Annahmen zugrunde: es liegen isotherme Bedingungen vor und axiale Disper-sion sowie der Sto�austaushwiderstand der Phase (00) werden vernahl�assigt. Es wirdein bin�ares Gemish aus einer Komponente mit Molenbruh x(z; t) und einem inertenTr�ager mit Molenbruh y(z; t) betrahtet.
(00) y; n00

xzu; J 0zu (0) x; n0 yzu; J 00zuj(x; y)
Lz0Abb. 6.9: Shema des Gegenstrom-AdsorbersDie Modellgleihungen ergeben sih zu�x�t = ��x�z � j(x; y)� �y�t = 1� �y�z + j(x; y) t > 0 ; 0 < z < 1 (6.8)mit den Rand- und Anfangsbedingungenx(0; t) = xzu(t) ; y(1; t) = yzu(t) t > 0x(z; 0) = x0(z) ; y(z; 0) = y0(z) 0 < z < 1 : (6.9)Die Ortskoordinate z und die Zeitvariable t wurden durh folgende Normierungendimensionslos gemaht: z = �zL ; t = �tJ 0zuLn0 :Die noh auftretenden Abk�urzungen sind das Verh�altnis der Sto�mengen �, dasVerh�altnis der molaren konvektiven Str�ome � sowie der Austaushstrom j und wer-den mit der Gleihgewihtskonstanten � und dem Massen�ubertragungskoeÆzienten� wie folgt de�niert :� = n0n00 ; � = J 0zuJ 00zu ; j(x; y) = � � �x1 + (�� 1)x � y� :



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 63Dieses Modell soll mit der Finite-Volumen-Methode diskretisiert werden, um dieKombination mit dem Moving-Grid-Verfahren zu �uberpr�ufen. In [22℄ wird aufge-zeigt, dass die FD demgegen�uber einen lokalen Fehler durh die algebraishen Glei-hungen der Randbedingungen zur Folge hat. Durh diese algebraishen Gleihungenbesitzt der Ortsbereih zwishen dem Rand und der benahbarten St�utzstelle keineSpeiherf�ahigkeit, wohingegen bei der FV auh am Rand Di�erentialgleihungen unddamit Speiherterme vorliegen.Der GSA wird mit der Vereinfahung 1=� = 0, den Eingangsgr�o�en xzu(t) = 0:6 undyzu � 0 sowie den Anfangsbedingungen x0(z) = y0(z) = 0 betrieben. Dadurh liegtein Festbettprozess mit unbewegter Komponente y vor.Festes GitterDie Simulation f�ur das feste �aquidistante Gitter mit P = 200 Punkten f�uhrt aufdas Ergebnis in Abbildung 6.10 links. Als Referenzl�osung dienen die Ortspro�le ausAbbildung 6.10 rehts mit P = 1000 Punkten und deutlih geringerer numerisherDispersion. Man erkennt die Dominanz der Konvektionsterme, wobei die Abweihungvon einer idealen Shokfront aus dem nihtlinearen Austaushterm j(x; y) kommt.Die CPU-Rehenzeit betrug 1.7 Sekunden f�ur P = 200 bzw. 10.0 Sekunden f�ur P =1000, wobei die Integrator-Zeitshrittweite in der Gr�o�enordnung �t � 10�3 bis 10�2lag. Bei Erh�ohung der Anzahl der Gitterpunkte wird zwar die Genauigkeit verbessert,die Rehenzeit steigt aber stark an.
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Abb. 6.10: Gegenstrom-Adsorber, Ortspro�le des Molenbruhs x f�ur �aquidistantes Gitter.Links P = 200, rehts P = 1000.Bewegtes GitterBei Anwendung des bewegten Gitters wird aufgrund der Konvektionsdominanz derWert � = 3 f�ur ein Ortsgitter von P = 40 Punkten gew�ahlt. Dabei werden vorerst



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 64beide Zust�ande, x(z; t) und y(z; t), von der Monitorfunktion �uberwaht. Die Simu-lationsergebnisse sind Abbildung 6.11 links zu entnehmen und weisen leihte Abwei-hungen zum Resultat mit festem Gitter auf. Allerdings bildet sih im Ortspro�l beit = 2:4 eine Instabilit�at aus, die f�ur h�ohere Zeiten noh anw�ahst. Die Rehenzeitbetrug in diesem Fall 1.2 Sekunden, die Zeitshrittweite war dementsprehend h�oherals im Fall mit festem Gitter und lag bei �t � 0:03.Eine Erh�ohung der St�utzstellenanzahl bis P = 80 brahte keine sihtbaren Ver�ande-rungen des L�osungsverlaufs. Um diese Simulationen durhf�uhren zu k�onnen, m�ussendie �-Werte �uberm�a�ig erh�oht werden, damit Konvergenzprobleme vermieden wer-den. So erforderten 60 Gitterpunkte � = 6, f�ur 80 Gitterpunkte war sogar � = 11Voraussetzung f�ur eine L�osung. Der Vorteil, der durh die hohe Zahl der verwendetenSt�utzpunkte erreiht w�urde, wird durh diese �-Werte wieder zunihte gemaht, dadadurh die Gitterbewegung stark eingeshr�ankt ist.
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Abb. 6.11: Gegenstrom-Adsorber, Ortspro�le des Molenbruhs x f�ur bewegtes Gitter. LinksP = 40, � = 3, � = 0, rehts P = 80, � = 1, � = 0:1; jeweils �Uberwahung von x undy.Die Resultate verbessern sih betr�ahtlih, wenn die Zeitgl�attungmit � = 0:1 aktiviertwird oder wenn nur der Zustand x �uberwaht wird. Wie in den Abbildungen 6.11rehts und 6.12 links zu sehen ist, treten keine Oszillationen im Ortspro�l mehrauf, die Frontverl�aufe werden steiler und die Kr�ummungen n�ahern sih denen ausAbbildung 6.10 an. Dabei betragen die CPU-Rehenzeiten etwa ein Viertel bis einDrittel verglihen mit dem festen Gitter.Vergleihende Simulationsexperimente mit der FD brahten �ahnlihe Ergebnisse hin-sihtlih Stabilit�at und Rehenzeit, die allerdings bez�uglih der L�osungsgenauigkeitmeist leiht shlehter aus�elen.Dieses Modell bereitet dem Moving-Grid-Verfahren in den Standardeinstellungen undmit einer geringen Anzahl von St�utzstellen also betr�ahtlihe Shwierigkeiten, wie ausder Zusammenfassung in Tabelle 6.3 zu sehen ist. Es k�onnen aber auh hier leihtParameterwerte gefunden werden, welhe eine genaue L�osung zum Resultat haben,obwohl eine deutlih shnellere Berehnung als auf dem festen Gitter erfolgt.
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Abb. 6.12: Gegenstrom-Adsorber, links Ortspro�le des Molenbruhs x f�ur bewegtes Gittermit P = 120, � = 1, � = 0:1, �Uberwahung von x. Rehts zugeh�orige Gittertrajektori-en.
Diskreti- P �aqui- � � �uber- CPU Bemerkungensierung dist. wahte /se.Zust.FV 200 � 1.7 leihte num. DispersionFV 1000 � 10.0FV 40 3 0 x; y 1.1 num. OszillationenFV 80 11 0 x; y 1.7 num. OszillationenFV 40 1 0.001 x; y 1.5 num. OszillationenFV 40 1 0.1 x; y 1.3 leihte num. DispersionFV 80 1 0.1 x; y 2.3FV 40 3 0 x 1.1 leihte num. DispersionFV 80 16 0 x 1.5 leihte num. DispersionFV 80 1 0.1 x 2.0FV 120 1 0.1 x 3.4Tab. 6.3: �Ubersiht zu Simulationsexperimenten mit dem Gegenstrom-Adsorber.
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Abb. 6.13: Shema des Zirkulations-Festbett-Reaktors [16℄.6.4 Zirkulations-Festbett-ReaktorUm das Moving-Grid-Verfahren f�ur ein komplexe reale Anlage anzuwenden und zuuntersuhen, wurde das Modell eines Zirkulations-Festbett-Reaktors (ZFBR) aus-gew�ahlt. Eine shematishe �Ubersiht der Anlage gibt Abbildung 6.13. Es handeltsih um einen Rohrreaktor mit Katalysatorsh�uttung, der von einem Gasgemish mitzwei Komponenten durhstr�omt wird. Das Gemish wird zuerst das Innenrohr durh-queren, bevor es �uber eine Shleife in das Au�enrohr geleitet wird, wo ein W�armeaus-taush mit dem Innenrohr statt�ndet. Danah verl�asst das Gemish die Anlage. AmEingang in den Reaktor kann dem Gasgemish durh eine Heizung W�arme zugef�uhrtwerden und damit eine bestimmte Eingangstemperatur eingestellt werden.Jeder der drei Ortsbereihe Innenrohr, Shleife und Au�enrohr wird durh eine dy-namishe PDgl. f�ur die Energiebilanz und zwei PDgln. f�ur die Materialbilanzen mitQuasistationarit�ats-Annahmen beshrieben. Neben den Randbedingungen am Ein-gang und Ausgang des Reaktors m�ussen Innenrandbedingungen an den �Uberg�angender drei Ortsbereihe formuliert werden. Dadurh liegen sowohl sequentiell als auhparallel vershaltete Ortsbereihe vor. Die Rohre haben die L�ange LRohr = 0:45 m,die Shleife hat die L�ange LShleife = 0:584 m. Um eine sequentielle Darstellungder drei Bereihe zu erreihen, wird eine Ortskoordinate z eingef�uhrt, die am Ein-gang mit z = 0 festgelegt wird, und �uber alle drei Ortsbereihe zum Ausgangverl�auft. Am �Ubergang von Innenrohr zur Shleife ist also z = LRohr, am �Uber-gang von Shleife zu Au�enrohr z = LRohr + LShleife = 1:034 m und am Ausgangz = 2LRohr + LShleife = L = 1:484 m.Die Modellgleihungen haben f�ur jeden der drei Ortsbereihe j 2 fI� Innenrohr; S�Shleife; A�Au�enrohrg die gleihe Struktur und lauten f�ur die Temperaturen T j(z; t)



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 67und die Molenbr�uhe xj1;2(z; t)(�p)s�T j�t = �(�p)gvj �T j�z + ��2T j�z2 + _Qjex + 2Xi=1 (��hR;i)ri(xji ; T j) t > 00 = �vj �xji�z � Mg�g ri(xji ; T j) i = 1; 2 ; t > 0 :Die Ausdr�uke f�ur die W�armestr�ome _Qjex(z; t), die Geshwindigkeit vj und die Reak-tionsrate ri(xji ; T j) k�onnen aus [16℄ entnommen werden. Mit den Randbedingungenam Eingang und Ausgang(�p)gvI(Tin(t)� T I(0; t)) + ��T I�z (0; t) = 0 ; xi;in(t)� xIi (0; t) = 0�TA�z (L; t) = 0 t > 0 ;den Innenrandbedingungen f�ur z = LRohr(�p)gvIT I � ��T I�z = (�p)gvST S � ��T S�z ; T I = T S ; xIi = xSi t > 0(analog f�ur z = LRohr + LShleife) sowie den AnfangsbedingungenT j(z; 0) = T j0 (z) ; xji (z; 0) = xji0(z)wird das Modell komplettiert.Simulationsexperiment IDie diskretisierten Gleihungen werden auf einem Ortsgitter von 40 Punkten f�ur dasInnen- und Au�enrohr und auf einem Ortsgitter mit 50 Punkten f�ur die Shleifeaufgestellt. Die Zustandsgr�o�en des Au�enrohrs sind dabei ebenfalls auf dem Gitterdes Innenrohrs de�niert, so dass also kein eigenes Gitter f�ur das Au�enrohr benutztwird. Die Parameter des Moving-Grid-Verfahrens werden f�ur das Rohrgitter auf �1 =6 und �1 = 0 sowie f�ur das Shleifengitter auf �2 = 5 und �2 = 0 eingestellt, wassih aus vershiedenen Versuhen als zwekm�a�ig ergeben hat. Die Parameter �1;2liegen so hoh, weil Spr�unge der Eingangsgr�o�en auftreten. Au�erdem wurden dieMonitorfunktionen auf die �Uberwahung der Temperatur im Innenrohr bzw. in derShleife eingeshr�ankt. Dabei wurden die Temperaturen auf den Wert X1 = X2 =1000 K sowie die Werte der bewegten Ortskoordinaten auf L1 = 0:45 m bzw. L2 =0:584 m normiert.



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 68Nah Aufheizen des Reaktors auf ein bestimmtes Anfangspro�l mit den Eingangs-gr�o�en Tzu = 500:0 Kx1;zu = 0:0046 (6.10)x2;zu = 0:0092wird die Eingangs-Temperatur shrittweise auf den WertTzu = 275:0 K (6.11)verringert, und zwar �uber eine Simulationszeit von 60 Sekunden. Die Molenbr�uhe imZuuss bleiben gleih. Danah wird bis t = 10000 Sekunden simuliert. Dabei bildensih besonders in der Shleife zyklishe Wellen mit ansteigenden und absinkendenTemperaturfronten. Die Konzentrationen gehen innerhalb der Shleife shnell auf 0zur�uk.In Abbildung 6.14 sind einige Ortspro�le der Temperatur T und des Molenbruhs x2mit wandernden Fronten dargestellt. In allen Simulationsergebnissen sind im Ortspro-�l gepunktete Trennlinien eingezeihnet, welhe die drei Ortsbereihe trennen. Linksoben sieht man, wie sih aus einem in der Shleife in etwa konstanten Pro�l durhTemperaturerh�ohung eine Front ausbildet. Rehts oben ist dargestellt, wie diese Frontdann nah rehts wandert und dadurh wieder ein konstantes Pro�l in der Shleifehinterl�asst. In den beiden unteren Darstellungen erkennt man, dass die Konzentrationvon Komponente 2 ebenfalls eine Front ausbildet und dabei an denjenigen Orten starkabnimmt, wo ein starker Anstieg der Temperatur vorliegt. Dieser Vorgang, n�amlihdie Reaktion bis zu einem ann�ahernd konstanten Verlauf und anshlie�ende Bildungeiner neuen Temperaturfront, tritt im ZFBR zyklish.Besonders deutlih kann man die Fronten und zyklishen Wellen aus dem Zeitverlaufder einzelnen Gitterpunkte in Abbildung 6.15 ablesen. Die Regionen mit gr�o�ererShw�arzung kennzeihnen eng beieinanderliegende Gitterpunkte und damit die Lageder Fronten. In der Shleife zwishen z = 0:45 m und z = 1:034 m sieht man diesih wiederholende Bewegung der Gitterpunkte. Die Zykluszeit l�asst sih an der Z-f�ormigen Struktur leiht zu tZ � 2300 Sekunden ablesen.Als Vergleih wurde eine Simulation mit festem �aquidistanten Gitter mit 213 St�utz-stellen f�ur das Innen- und Au�enrohr und 232 St�utzstellen f�ur die Shleife herangezo-gen. Bis zum Zeitpunkt t � 2200 Sekunden stimmen die Ergebnisse sehr gut �uberein,danah ergeben sih zum Teil starke Abweihungen in der Lage der Fronten, wobeidas qualitative Verhalten und die Zykluszeit aber �ubereinstimmen.Die Resultate f�ur das bewegte Gitter wurden nah einer Rehenzeit von 42.2 Sekundenerhalten, f�ur das feste Gitter dauerte die Berehnung 105 Sekunden, also etwa die 2.5-fahe Zeitspanne.
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Abb. 6.14: Zirkulations-Festbett-Reaktor, Ortspro�le der Temperatur und des Molenbruhsnah Experiment I mit P1 = 40, �1 = 6, �1 = 0 f�ur das bewegte Rohrgitter und P2 = 50,�2 = 5 , �2 = 0 f�ur das bewegte Shleifengitter.
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Abb. 6.15: Zirkulations-Festbett-Reaktor, Gittertrajektorien f�ur Experiment I. HorizontaleLinien kennzeihnen die Zeitpunkte aus Abb. 6.14.



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 70Simulationsexperiment IIAusgehend vom oben erw�ahnten Anfangspro�l werden die Eingangsgr�o�en (6.10) bei-behalten und die station�are L�osung berehnet, indem bis zur Zeit t = 50000 Sekundensimuliert wird. Abbildung 6.16 zeigt die Resultate f�ur das feste Gitter mit 213 bzw.232 Punkten f�ur das Rohr bzw. die Shleife und f�ur das bewegte Gitter mit 40 bzw.50 Punkten. Allerdings muss ein qualitativer Untershied festgestellt werden, da dasstation�are Pro�l f�ur das bewegte Gitter merklih h�oher liegt als das Pro�l f�ur dasfeste Gitter. Dies wird auh an den Ausgangstemperaturen bei z = L = 1:484 mvon 908.5 K bzw. 900.4 K deutlih. Hier kann ein relativer Fehler von 1% festgestelltwerden. Wird mit ver�anderten Parametern von �1;2 = 1 und �1;2 = 0:1 gerehnet, istdie Ausgangstemperatur sogar bei 918.8 K.
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Abb. 6.16: Zirkulations-Festbett-Reaktor, station�ares Ortspro�l der Temperatur f�ur Ein-gangsgr�o�en (6.10); festes Gitter (|), bewegtes Gitter (- -)Eine m�oglihe Erkl�arung f�ur diese Abweihungen ist in der FD begr�undet. Die in die-sem Modell vorkommenden Randbedingungen mit Ortsableitungen erster Ordnungwerden durh die Approximation in algebraishe Gleihungen umgeformt, beispiels-weise �TA�z (L; t) = 0 ) TAP � TAP�1zP � zP�1 = 0 :�Ahnlihes geshieht an allen R�andern der Ortsbereihe, wo eine Ortsableitung er-ster Ordnung auftritt. Dadurh entsteht �uber die algebraishe Gleihung ein direkterDurhgri� vom Randwert z1 bzw. zP ins Innere des Ortsbereihs, obwohl physikalish



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 71eine dynamishe Gleihung mit Speiherterm, also eine Dgl., wirken m�usste. Liegt nunein festes �aquidistantes Gitter mit gen�ugender Anzahl an St�utzstellen vor, ist dieserFehler immer gleih gro� und verringert sih mit steigender Anzahl der Gitterpunkte.Wird aber ein bewegtes Gitter benutzt, kann dieser Fehler durh die Vershiebungder St�utzstellen einmal sehr klein sein (z.B. in Abbildung 6.15 im Bereih t � 0 undz � 0), in anderen Regionen aber auh sehr gro� werden (z.B. in Abbildung 6.15 imBereih t � 5000 se. und z � 0:45 m). Es treten also zus�atzlihe Fehler auf, die umso gravierender sind, je st�arker Gitterpunkte vom Rand entfernt sind.Eine m�oglihe Abhilfe w�are das "Festklemmen\ von zwei oder mehr St�utzpunkten amRand mit sehr kleinen Abst�anden zu z1 bzw. zP , um den Durhgri� ohne Speihertermins Innere des Ortsbereihes so klein wie m�oglih zu halten. Eine Diskretisierung desZFBR mit Finiten Volumen k�onnte diese Fehlerquellen ebenfalls ausshlie�en. EineVerkopplung sequentiell angrenzender Ortsbereihe mit Hilfe von Innenrandbedin-gungen ist aber derzeit mit dem symbolishen Vorverarbeitungswerkzeug f�ur FiniteVolumen noh niht m�oglih.6.5 Einstellregeln und BenutzungshinweiseUm die Erkenntnisse und Erfahrungen aus den vershiedenen Simulationsstudien zu-sammenzufassen, werden in den folgenden Abshnitten einige Faustregeln und Hin-weise zur Handhabung des Moving-Grid-Verfahrens zusammengestellt. Zum Teil wi-dersprehen sih einzelne Anforderungen an die Verfahrens-Parameter. Daf�ur m�usseneventuell fallabh�angige Kompromisse geshlossen werden.�Ortlihe Gittergl�attung �Der Parameter � der �ortlihen Gittergl�attung bewirkt eine lokale Begrenzung derAbst�ande von Gitterpunkten. Die Intervalle zwishen St�utzstellen werden also nihtbeliebig vergr�o�ert oder verkleinert, sondern unterliegen der Beshr�ankung (4.21).Die Standardeinstellung von � = 2 kann erfahrungsgem�a� immer dann sehr guteSimulationsergebnisse liefern, wenn in den Modellgleihungen Ortsableitungen zweiterOrdnung vorkommen, und keine Spr�unge der Randbedingungen oder Eingangsgr�o�enstatt�nden.Treten stark konvektionsdominante Modelle oder Spr�unge in Systemeing�angen oderRandbedingungen auf, muss die �ortlihe Gl�attung nah den Erfahrungen aus Simu-lationsexperimenten auf �-Werte von 3 oder h�oher eingestellt werden.Au�erdem wurde festgestellt, dass mit zunehmender Anzahl der Gitterpunkte auhder Wert von � meist erh�oht werden muss, wobei allerdings kein allgemeiner Zusam-menhang gefunden werden konnte.



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 72Zeitlihe Gittergl�attung �Die Gl�attung der Zeittrajektorien der Gitterpunkte wird mit dem Parameter � ge-steuert und wirkt sih in einer verz�ogerten Anpassung der St�utzstellen auf die Frontenaus. Dar�uberhinaus ist eine Wahl von � > 0 oft f�ur die Stabilisierung der numerishenL�osung f�orderlih [14℄. Wie bereits erw�ahnt, ist die zeitlihe Gittergl�attung in vielenAnwendungsf�allen aber �uber�ussig. Wenn starke Ortsgradienten im Anfangspro�l derL�osung vorkommen und ein �aquidistantes Anfangsgitter gew�ahlt wird, ist ein Wert� > 0 sogar f�ur einen verzerrten und falshen L�osungsverlauf verantwortlih, da sihdas bewegte Gitter zu langsam anpasst.In einigen F�allen ist eine zufriedenstellende L�osung aber durh die Wahl von � > 0�uberhaupt erst m�oglih. Dies ist beispielsweise f�ur nihtkonstante Anfangspro�le derFall. Wird eine zeitlihe Gittergl�attung gew�ahlt, so sollte der Wert von � viel kleinerals die Simulationszeit gew�ahlt werden. Eine Wahl von � kleiner als die Gr�o�enord-nung der Integratorshrittweite hat auf die Zeittrajetorien kaum einen gl�attendenEinuss, da die Anpassung der Gitterpunkte niht verz�ogert wird. Dies kann manh-mal gew�unsht sein (siehe oben), dadurh wird aber auf den stabilisierenden Einussder Zeitgl�attung verzihtet.Mit � > 0 kann der Parameter � der �ortlihen Gittergl�attung meist auf dem Stan-dardwert 2 belassen oder auf den Wert 1 gesetzt werden (siehe Beispielmodell GSA).Damit wird zu hohen �-Werten, z.B. f�ur eine hohe Anzahl an St�utzstellen, entge-gengewirkt. Allgemein hat die zeitlihe Gittergl�attung keine �uberm�a�ig verl�angerteCPU-Rehenzeit zur Folge. Gelegentlih ist der Rehenaufwand durh Werte von� > 0 sogar geringer.Anzahl der Gitterpunkte PDie Anzahl der Gitterpunkte ist wie auh im Fall eines festen Gitters immer pro-blemabh�angig zu w�ahlen. Dabei muss ein Kompromiss zwishen Genauigkeit undRehenzeit gefunden werden. Es k�onnen deshalb nur grobe Faustregeln angegebenwerden, welhe aber auh sehr unbefriedigende L�osungen liefern k�onnen.Aus vershiedenen Simulationsexperimenten und Vergleihen mit der Literatur kannf�ur den Fall des bewegten Gitters ein Rihtwert von 30 bis 80 St�utzstellen erhaltenwerden, wobei niedrige Werte aus diesem Bereih oft gute Resultate ergaben.In [24℄ wird eine weitere Absh�atzung zur Anzahl der Gitterpunkte angegeben. Dader Wert von � bei gegebenem P die minimalen und maximalen Ver�anderungen derSt�utzstellenabst�ande bestimmt, kann daraus abgeleitet werden, wieviele St�utzstellenlokal in einer Region mit �Ubergang von kleinen zu gro�en Ortsgradienten notwendigsind. Es seien in einer Region Q St�utzstellen, und die L�osung erfordere eine Verfei-nerung des Gitters um den Faktor 10m. Da die �Anderung der Punktdihten durh



KAPITEL 6. SIMULATIONSSTUDIEN 73Beziehung (4.21) von dem Wert 1 + 1=� beshr�ankt wird, folgt aus�1 + 1��0:5Q = 10m ;dass Q mindestens den WertQ = 2m ln(10)ln(1 + 1=�) � 4:6mln(1 + 1=�) (6.12)haben soll. Der Faktor 2 kommt aus der Annahme, dass nah einer Gitterverfei-nerung auh wieder eine Gitterexpansion folgt. Durh Aufsummieren dieser lokalenAbsh�atzung kann eine grobe Angabe �uber die ben�otigten St�utzstellen gemaht wer-den. Als Beispiel wird das Flammenmodell aus Kapitel 6.2 betrahtet. Es wird eineVerfeinerung um den Faktor 1000 angestrebt, was auf m = 3 f�uhrt. Mit dem Para-meter � = 2 ergibt die Absh�atzung Q � 34 lokale Gitterpunkte zus�atzlih zu denGitterpunkten f�ur Bereihe ohne Gradienten. Dadurh folgert man eine ungef�ahreSt�utzstellenzahl zwishen 40 und 50 f�ur das komplette Gitter.AnfangsgitterIn den durhgef�uhrten Simulationsexperimenten wurde meist mit einem �aquidistan-ten Anfangsgitter gerehnet. Dies ergibt zumindest f�ur � = 0 keine Nahteile, dadas Gitter sehr shnell auf die L�osung eingestellt wird. Liegt aber ein Anfangspro�lder Zustandsgr�o�en mit steilen Fronten vor, ist die Aktivierung der zeitlihen Git-tergl�attung oft notwendig, um die numerishe L�osung zu erm�oglihen. Dann sollteein selbstde�niertes Anfangsgitter gew�ahlt werden, welhes shon eine Konzentrationder Gitterpunkte am Ort der Fronten im Anfangspro�l besitzt. Andernfalls kann eszu starken Verf�alshungen aufgrund der verz�ogerten Vershiebung der St�utzstellenkommen. Die Beshr�ankung (4.21) soll dabei m�oglihst eingehalten werden.



Kapitel 7ZusammenfassungIn der vorliegenden Arbeit wurde auf der Grundlage der Method-of-Lines ein Ver-fahren zur dynamishen Anpassung der Ortsst�utzstellen an die numerishe L�osungvon PDgln. implementiert und untersuht. Der Moving-Grid-Algorithmus basiert aufdem Prinzip der Gleihverteilung und benutzt zur Fehlersh�atzung den Bogenl�angen-Monitor. Anhand einiger Testmodelle wurde das Verfahren �uberpr�uft und mit Dis-kretisierungen auf �aquidistantem Gitter verglihen. Dabei wurde auh auf Problemewie Wahl der Parameter, Diskretisierung des Transformationsterms, numerishe Sta-bilit�at der L�osung, Konvergenzprobleme und Shwierigkeiten bei Verwendung der FDeingegangen.Es konnte f�ur das Transportmodell, das Flammenmodell und den Gegenstrom-Adsor-ber gezeigt werden, dass mittels des Moving-Grid-Verfahrens jeweils die Genauigkeitder Simulationsexperimente mit festem Gitter erreiht oder �ubertro�en wird, wobeideutlih niedrigere Rehenzeiten ben�otigt wurden. Die Rehenzeiten betrugen etwaein 1=6 bis 1=2 der Rehenzeiten bei L�osung auf �aquidistantem Gitter, die Anzahlder ben�otigten Punkte lag bei etwa 1=50 bis 1=5. Auh beim Zirkulations-Festbett-Reaktor wurde eine niedrigere Rehenzeit erreiht, allerdings ergeben sih aufgrundder Verwendung der FD Fehler in der Lage der Fronten. Damit kann eindeutig EÆ-zienzsteigerung durh dieses Verfahren best�atigt werden, wenn auh zum Teil Para-meteranpassungen notwendig waren.Vor- und Nahteile des VerfahrensF�ur die Wahl dieses Moving-Grid-Verfahrens waren folgende Gr�unde ausshlagge-bend. Der Algorithmus erlaubt die simultane L�osung der PDgln. und der Gleihun-gen zur Gittersteuerung und erm�ogliht damit eine einfahe Implementierung inSyPProT. Au�erdem ist die Kombination mit den Finite-Di�erenzen- und Finite-Volumen-Methoden weitgehend probemlos m�oglih. Im Verfahren selbst ist die Be-rehnung von Fehlerma� und St�utzstellensteuerung anshaulih und einfah gehaltenund besitzt nur zwei Parameter � und � f�ur �ortlihe bzw. zeitlihe Gittergl�attung,74



KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG 75wobei � meist zu Null gesetzt werden kann. Als wihtige Eigenshaften erlaubt dasVerfahren damit gr�o�ere Zeitshrittweiten als auf �aquidistanten Gittern und verhin-dert St�utzstellen�uberkreuzungen.Es gibt jedoh auh Nahteile, die einer grunds�atzlihen Anwendung aber niht imWege stehen. So wird der Diskretisierungsfehler �uber den Bogenl�angen-Monitor nurheuristish abgesh�atzt und niht exakt berehnet. Wie in den Simulationsstudien ge-zeigt, ist die Wahl der Verfahrensparameter niht eindeutig und generell vorgebbar.Deshalb sind oft Abweihungen von den Standardeinstellungen notwendig. Au�erdemkann in Kombination mit Finiten Di�erenzen eine Verst�arkung der Diskretisierungs-fehler am Rand auftreten, da hier nur algebraishe Gleihungen vorliegen und damitdie Dynamik in Randgebieten vernahl�assigt wird. Im Vergleih zur Verwendung ei-nes festen �aquidistanten Gitters wird das Di�erential-Algebra-Modell bei bewegtemGitter um P Gleihungen erweitert. Dieser zus�atzlihe Aufwand zahlt sih aber durhdie geringe St�utzstellenanzahl meist in weit niedrigeren Rehenzeiten aus.7.1 AusblikMit der Implementierung des hier untersuhten Moving-Grid-Verfahrens wurde dassymbolishe Vorverarbeitungswerkzeug SyPProT um eine dynamishe Gittersteue-rung erweitert. Sie beinhaltet das Verfahren mit den wihtigsten Eigenshaften undwurde an die bisher vorhandenen Diskretisierungsmethoden angepasst, wobei dieM�oglihkeit von Erweiterungen in Betraht gezogen wurde.Als direkte Erg�anzung des vorliegenden Programmodes kommt zum einen die Imple-mentierung von weiteren Monitor-Funktionen wie dem Kr�ummungsmonitor oder derKombination aus erster und zweiter Ortsableitung in Frage. Mit Alternativen zum Bo-genl�angen-Monitor kann die Flexibilit�at und die Genauigkeit f�ur Spezialf�alle erh�ohtwerden. Desweiteren ist eine automatishe Berehnung der Anfangsverteilung vonGitterpunkten f�ur beliebige Anfangspro�le der Zustandsgr�o�en denkbar. Damit wirdder generelle Einsatz der zeitlihen Gittergl�attung sowie die Erzeugung konsistenterAnfangsbedingungen des gesamten DA-Gleihungssystems besser unterst�utzt. Nihtzu realisieren ist dagegen eine Anfangsverteilung der Gitterpunkte, wenn eine Anpas-sung an Spr�unge in Eingangsgr�o�en erfolgen soll, da Informationen �uber Eing�angeim Modell niht vorliegen.Zuletzt seien noh Erweiterungen des Moving-Grid-Verfahrens im Hinblik auf dieKombination mit weiteren Diskretisierungsverfahren, den sogenannten High-Resolu-tion-Shemes, angesprohen. Dabei kommen beispielsweise ENO-Shemata (Essen-tially-Non-Osillatory) [2℄ und das Robust-Upwind-Verfahren [13, 2℄ in Betraht. Ei-ne Kopplung dieser Diskretisierungsverfahren h�oherer Ordnung mit dem vorgestell-ten Moving-Grid-Verfahren verspriht eine weitere Steigerung hinsihtlih Robustheitund EÆzienz [14℄.



Anhang AMDS-Code Flammenmodell1 (* ************************************************************************* *)(* General Desription *)(* ************************************************************************* *)5 GeneralDesription[ProgramName ->"dsflame",FileName ->"dsflame.mds",Date ->"13.04.2000",Author ->"Johen Rieber",10 Comment ->"Dwyer-Sanders flame propagation model"℄;(* ************************************************************************* *)(* Independent Variables *)15 (* ************************************************************************* *)IndependentVariables[TimeVariable[ t ℄,SpaeVariable[ z ℄20 ℄;(* ************************************************************************* *)(* Struture Parameters *)(* ************************************************************************* *)25 StrutureParameters[Salar[ kmax,Default-> 40,Comment-> "number of grid points" ℄30 ℄;(* ************************************************************************* *)(* System Parameters *)(* Integer- and Real-Parameters *)35 (* ************************************************************************* *)SystemParameters[ 76



ANHANG A. MDS-CODE FLAMMENMODELL 77RealParameters->{Salar[ L,40 Default-> 1,Comment-> "length of spae sope" ℄}℄;45 (* ************************************************************************* *)(* Input Variables *)(* ************************************************************************* *)InputVariables[50 ℄;(* ************************************************************************* *)(* State Variables *)(* ************************************************************************* *)55 StateVariables[Salar[ md[z,t℄,InitialValue-> 1,Comment-> "mass density",60 Domain-> "Grid[z℄" ℄,Salar[ temp[z,t℄,InitialValue-> 0.2,Comment-> "temperature",Domain-> "Grid[z℄" ℄65 ℄;(* ************************************************************************* *)(* System Equations *)(* Distributed-Setions for partial differential equations *)70 (* ************************************************************************* *)SystemEquations[Distributed[Domain-> "Grid[z℄",75 Comment-> "Equations of Dwyer-Sanders flame propagation model ",Sope-> {Salar[ D[md[z,t℄,t℄ == D[md[z,t℄,{z,2}℄- md[z,t℄*3.52*10^6*Exp[-4/temp[z,t℄℄,LowerBound -> D[md[z,t℄,z℄ == 0,80 UpperBound -> D[md[z,t℄,z℄ == 0,Name-> "Pdgl(1)",Comment-> "",Disretization -> FiniteDiff ℄,Salar[ D[temp[z,t℄,t℄ == D[temp[z,t℄,{z,2}℄85 + md[z,t℄*3.52*10^6*Exp[-4/temp[z,t℄℄,LowerBound -> D[temp[z,t℄,z℄ == 0,UpperBound -> temp[z,t℄ == Whih[t <= 0.0002, 0.2 + t/0.0002,True, 1.2℄,Name-> "Pdgl(2)",90 Comment-> "",



ANHANG A. MDS-CODE FLAMMENMODELL 78Disretization -> FiniteDiff ℄}℄℄;95 (* *********************************************************************** *)(* Spatial domains or grid definition *)(* *********************************************************************** *)100 Domains[Grid[ Grid[z℄,Computation-> Funtion[{k},(k-1)*L/(kmax-1)℄,Granularity-> kmax,MovingGrid-> { CentralDiff->True }105 ℄℄;(* ************************************************************************* *)(* Disretization-Methods *)110 (* ************************************************************************* *)Disretizations[FDMethod[ FiniteDiff,PolynomPoints -> {1,2,3},115 Eentriity -> {0,0,0},OrderRedution-> {0,0,1} ℄,FVMethod[ FiniteVol,Profile -> { "downwind", "pieewise-linear" } ℄℄;120 (* ************************************************************************* *)(* Proess values for offline graphis *)(* ************************************************************************* *)125 ProessValues[ProessGroup[DistribSope[Distributed[Components[130 Salar[ md[z,t℄ ℄,Salar[ temp[z,t℄ ℄℄,Domain -> "Grid[z℄",Range -> {0,L,1}135 ℄℄,Name -> "results",Comment -> "state variables"℄140 ℄;



Anhang BFunktionen und globale Variablenvon MovGrid.m
Funktion AufgabeBuildSalarEquObjet De�nition einer skalaren GleihungBuildSalarStateObjet De�nition einer skalaren ZustandsvariablenBuildSalarParObjet De�nition eines skalaren ParametersBuildTensorEquObjet De�nition von indizierten GleihungenBuildTensorStateObjet De�nition von indizierten ZustandsvariablenBuildTensorTimeDepAuxObjet De�nition einer indizierten zeitvariantenHilfsvariablenBuildTensorTimeIndepAuxObjet De�nition einer indizierten zeitinvariantenHilfsvariablenBuildGridVariable Generierung der Gittervariablen alsZust�ande oder als Hilfsgr�o�enTestDistributedStateVar Test auf verteilten ZustandGetGridIndex Berehnung des Indexes der Informationenzu bestimmtem Ortsbereihin MGGridParametersBuildSpatialState Generierung der Gitterzust�ande,z.B. zGrid[t℄ aus Ortsbereih Grid[z℄DisretizedSpatialState Generierung der Gitterzust�ande,z.B. zGrid[ppI℄[t℄ aus zGrid[t℄ContinuousSpatialState Generierung der Gitterzust�ande,z.B. zGrid[z,t℄ aus zGrid[t℄Tab. B.1: Hilfsfunktionen des Moduls MovGrid.m
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Name AufgabeMGDistributedStateVars Liste der verteilten ZustandsvariablenMGGridList Liste mit Namen von Gitter-De�nitionen mitbewegten Gitterpunkten, in der Form f Grid[z℄ gMGGridList2 wie MGGridList, aber in der Form f Grid gMGGridParameters Liste aller Gitterde�nitionen mit Parameternin der Form wie oben beshriebenMGStateVarList Liste der Zustandsvariablen der Gitterpunkte,in der Form f zGrid[t℄ gMGMethodParameterList Liste der Namen der Moving-Grid-Parameter,in der Form f ppMGkappa1,ppMGmu1 gMGMonitorNameList Liste der Namen der Monitorfunktionen,in der Form f ppMGmon1 gMGPointConList Liste der Namen der Punktdihten,in der Form f ppMGn1 gMGAll allgemeine Symbolde�nitionMGMonitorSheme allgemeine Symbolde�nitionTab. B.2: Globale Variable des Moduls MovGrid.m
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